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Resume 



La physique des tres hautes energies necessite une description coherente des quatre forces 
fondamentales. La geometric non commutative represente un cadre mathematique pro- 
metteur qui a deja permis d'unifier la relativite generale et le modele standard, au ni- 
veau classique, grace au principe de Taction spectrale. L'etude des theories quantiques de 
champs sur des espaces non commutatifs est une premiere etape vers la quantification de 
ce modele. Celles-ci ne sont pas simplement obtenues en recrivant les theories commuta- 
tives sur des espaces non commutatifs. En effet, ces tentatives ont revele un nouveau type 
de divergences, appele melange ultraviolet/infrarouge, qui rend ces modeles non renorma- 
lisables. H. Grosse et R. Wulkenhaar ont montre, sur un exemple, qu'une modification du 
propagateur restaure la renormalisabilite. L'etude de la generalisation de cette methode 
est le cadre de cette these. Nous avons ainsi etudie deux modeles sur espace de Moyal qui 
ont permis de preciser certains aspects des theories non commutatives. En espace x, la 
principale difficulte technique est due aux oscillations de I'interaction. Nous avons done 
generalise les resultats de T. Filk afin d'exploiter au mieux ces oscillations. Nous avons pu 
ainsi distinguer deux types de melange, renormalisable ou pas. Nous avons aussi mis en 
lumiere la notion d'orientabilite : le modele de Gross-Neveu non commutatif orientable est 
renormalisable sans modification du propagateur. L'adaptation de I'analyse multi-echelles 
a la base matricielle a souligne I'importance du graphe dual et represente un premier pas 
vers une formulation des theories de champs independante de I'espace sous-jacent. 



Abstract 

Very high energy physics needs a coherent description of the four fundamental forces. Non- 
commutative geometry is a promising mathematical framework which already allowed to 
unify the general relativity and the standard model, at the classical level, thanks to the 
spectral action principle. Quantum field theories on non-commutative spaces is a first 
step towards the quantification of such a model. These theories can't be obtained simply 
by writing usual field theory on non-commutative spaces. Such attempts exhibit indeed 
a new type of divergencies, called ultraviolet/infrared mixing, which prevents renormal- 
isability. H. Grosse and R. Wulkenhaar showed, with an example, that a modification of 
the propagator may restore renormalisability. This thesis aims at studying the generaliza- 
tion of such a method. We studied two different models which allowed to specify certain 
aspects of non-commutative field theory. In x space, the major technical difficulty is due 
to oscillations in the interaction part. We generalized the results of T. Filk in order to 
exploit such oscillations at best. We were then able to distinguish between two mixings, 
renormalizable or not. We also bring the notion of orientability to light : the orientable 
non-commutative Gross-Neveu model is renormalizable without any modification of its 
propagator. The adaptation of multi-scale analysis to the matrix basis emphasized the 
importance of dual graphs and represents a first step towards a formulation of field theory 
independent of the underlying space. 
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Introduction 



Une utopie est une realite en puissance. 



Edouard Herriot 



Remarque 1. Avant de commencer, je voudrais expliquer une convention lexicale que 
j'ai utilisee tout au long de ce manuscrit. J'ai employe la premiere personne du pluriel 
(nous) quand j'ai voulu rendre compte de travaux que j'ai effectues avec d'autres ou de 
discussions. J'ai ecrit a la premiere personne du singulier quand il s'agissait de ne donner 
que ma propre opinion, qui n'engage que moi. Enfin, I'emploi de la troisieme personne du 
singulier (on) se refere a un groupe de personnes ou une communaute plus ou moins bien 
definie. 

La description du monde par la physique theorique repose sur deux theories extreme- 
ment bien verifiees experimentalement. La relativite generale d'Einstein decrit I'interac- 
tion entre I'espace-temps (classique) et la matiere et I'energie de I'univers. Cette theorie 
dont la premiere pierre fut la relativite restreinte, unifie I'espace et le temps et en fait 
un objet dynamique. Le modele standard unifie les interactions electro-faible et forte et 
rend compte de la physique a I'echelle des constituants elementaires de la matiere. Du 
point vue de la physique theorique, la nature est ainsi separee en deux domaines distincts 
qui obeissent respectivement aux lois des deux theories precedentes. Une consequence est 
que notre conception de I'espace-temps est ambigue. En theorie des champs, I'espace est 
une donnee a priori. Au contraire, en relativite generale, la distribution de matiere et 
d'energie determine I'espace-temps (au moins sa geometric) qui, a son tour, modifie cette 
distribution. L'objet est done statique d'un cote, dynamique de I'autre. 

II y a au moins deux bonnes raisons de ne pas se satisfaire de cette situation. La 
premiere provient de considerations esthetiques. Quiconque apprecie la beaute des ma- 
thematiques ne pent adherer a I'idee que la nature ait apparemment decide d'unifier 
seulement trois des forces qui la regissent. L'etat de la physique theorique des hautes 
energies ne pent done qu'etre du a notre incapacite a faire mieux. II y a de fortes chances 
que des voix s'elevent pour protester contre un tel argument. De quel droit erige-t-on en 
principe physique fondateur I'esthetique mathematique, notion subjective au demeurant ? 
Personne ne pent ni ne doit s'affranchir du couperet de I'experience. Mais c'est, entre 
autres choses, le manque d'experience qui fait defaut a la physique theorique moderne. 
Et je ne pense pas seulement au LHC mais egalement a notre incapacite a reproduire les 
phenomenes violents de I'univers. Dans cette situation, il faut se baser sur des principes ; 
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Introduction 



les symetries et I'esthetique mathematique ont d'ailleurs toujours guide les physiciens. 
Tout en n'etant pas aussi extremiste que Dirac, je ne peux m'empecher de le citer : 

Une theorie mathematiquement belle a plus de chance d'etre correcte 
qu'une theorie inelegante, meme si cette derniere decrit correctement les re- 
sultats experimentaux. (P. A. M. Dirac) 

La seconde raison repose sur une constatation simple : il existe des phenomenes pour les- 
quels la gravitation et, au moins, une des trois forces du modele standard sont pertinentes. 
II s'agit par exemple de I'effondrement d'une etoile a neutrons on des premieres annees de 
I'univers. Alors si on essaie de reunir ces deux theories, on rencontre un probleme de taille. 

En effet, la conclusion habituelle est que la structure de I'espace-temps est modifiee 
a tres courte echelle. L'argument « physique » standard qui conduit a ce resultat est le 
suivant. II faut d'abord remarquer que la perception que nous avons de I'espace-temps est 
uniquement due aux evenements qui y prennent place. Ainsi, pour sonder la structure fine 
de I'espace, il est necessaire de considerer une distribution de matiere localisee sur une 
region tres restreinte de I'espace. Puis pour tester sa presence, nous devons utiliser des 
particules de longueur d'onde inferieure au diametre de cette distribution. En-dega d'un 
certain diametre, I'energie necessaire est si grande qu'elle cree un trou noir dont le rayon 
est superieur a celui de la distribution de matiere, empechant alors toute observation. Pour 
un observateur, I'espace a petite echelle perd sa continuite. Ceci se traduit par des relations 
d'incertitude sur les coordonnees de I'espace-temps. Get argument est souvent utilise pour 
justifier d'une eventuelle non commutativite de I'espace a courte echelle. En eff'et, dans 
||DFR95|| , il a ete montre que les relations d'incertitude mentionnees ci-dessus peuvent se 



deduire d'une algebre d'operateurs non commutative qui remplacerait les operateurs 
habituels. 

Personnellement je ne crois pas en cet argument pour la raison suivante. Le domaine 
d'applicabilite d'une theorie est fixe par I'experience. Ainsi la mecanique quantique et la 
relativite generale n'ont pas reellement de recouvrement. L'argument precedent repose 
sur une extrapolation de la relativite generale a un domaine ou elle n'a pas ete testee. La 
seule conclusion que Ton pent en tirer est que la relativite generale ne s'applique pas a 
ces echelles. De plus, en supposant que I'espace-temps devienne flou a courte echelle, cela 
n'entraine pas necessairement qu'il soit non commutatif. D'autres theories telles que la 
theorie des cordes, ont aussi pour consequence des relations d'incertitude sur la position. 
La justification de la pertinence de la geometric non commutative pour la physique se 
trouve ailleurs. 

Etant admise la necessite d'unifier le modele standard et la gravitation (ou au moins 
de leur trouver un cadre commun), il me semble que le meilleur argument pour la geo- 
metric non commutative (outre son extraordinaire richesse mathematique) est le suivant. 
La geometric non commutative est une reformulation et une generalisation de la geome- 
tric ordinaire en des termes algebriques et d'analyse fonctionnelle. Elle utilise les memes 
outils que la mecanique quantique (les operateurs sur un espace de Hilbert) et contient 
toute la geometric classique. Elle pourrait done etre le cadre approprie a une description 
unifiee des quatre forces fondamentales. Pour preuve du potentiel de la geometric non 
commutative, mentionnons tout d'abord les travaux de M. Dubois- Violette, R. Kerner et 
J. Madore qui ont unifie le champ de Higgs et les champs de jauge standards en un champ 
de jauge unique |DVKM90E| , |DVKM90a[| . L'unification du champ de Higgs et du champ 
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de jauge du modele standard sur un espace quadri-dimensionnel a deux feuillets constitue 
le modele de Connes-Lott ||CL91J] . Encore plus fort, le modele de Connes-Chamseddine 



||CC97|| unifie les champs de Yang-Mills-Higgs et le graviton. Malheureusement une telle 
unification est aujourd'hui restreinte au niveau classique. Remarquons egalement que les 
espaces non commutatifs ont, en un certain sens, un caractere universel. Par la, j'entends 
que la theorie des cordes qui a egalement pour ambition d'unifier toutes les forces connues, 
a pour limite des theories de champs sur espaces non commutatifs ||CDS98| , ^ch99| , ^W99 



L'excellent accord entre les predictions du modele standard et I'experience nous montre 
que d'une part, celui-ci est tres bien choisi et d'autre part que la theorie des champs est 
un outil puissant et efficace. Au coeur de cet outil se trouve la renormalisation qui permet 
de donner un sens aux infinis de la theorie. II est done naturel d'essayer d'utiliser ces 
memes outils pour la quantification des modeles non commutatifs. Plutot que d'attaquer 
la gravitation quantique de front, il est plus prudent d'etudier d'abord la structure du 
groupe de renormalisation sur des espaces non commutatifs simples et fixes. Les theories 
de champs sur espace non commutatif sont alors une etape intermediaire entre I'echelle de 
la QCD et celle de la gravite quantique. L'idee de considerer des theories de champs sur 
des espaces non commutatifs n'est pas nouvelle. Elle remonte a Schrodinger, Heisenberg 
et Peierls mais le premier article concernant une algebre non commutative representant 
I'espace-temps est dii a Snyder ||Sny47|| . La motivation principale concernait les divergences 
ultraviolettes de la theorie des champs. L'espoir etait qu'une theorie ecrite sur un espace 
flou (sans points) ne presenterait plus ces divergences. A I'epoque, l'idee n'a rien donne et 
la reussite de la renormalisation a fait oublier cette approche. Depuis les travaux d'Alain 
Connes sur la geometric non commutative et I'apparition des theories de champs non 
commutatives en theorie des cordes, I'interet de la communaute des physiciens theoriciens 
pour les theories de champs non commutatives est ravive. Encore une fois, l'espoir est ne 
d'ecrire une theorie sans divergence ultraviolette. 

L'espace non commutatif le plus simple et le plus etudie (du point de vue de la theorie 
des champs) est le plan de Moyal. Malgre son nom, cet espace pent etre defini en n'im- 
porte quelle dimension. II s'agit d'une deformation de l'espace plat W oil les coordonnees 
satisfont les relations de commutations 

[x'',x'']=te'"' (1) 

avec 9 une matrice anti-symetrique n x n. Ses entrees ont la dimension d'une aire et 
leurs racines representent une longueur minimale. Pour ecrire une theorie de champs sur 
le plan de Moyal, on remplace habituellement I'algebre des fonctions sur par I'algebre 
engendree par la relation de commutation precedente. II est alors possible de definir un 
isomorphisme entre cette derniere algebre et les fonctions sur munies d'un produit 
non commutatif. C'est le produit de Moyal dont nous verrons une definition precise au 
chapitre ^. Le lagrangien d'une theorie des champs sur espace de Moyal consisterait done 
en le lagrangien ordinaire ou le produit point par point est remplace par le T*r-produit de 
Moyal. Par exemple, le modele non commutatif est donne par 

/I 1 /\ 

rf"x(--9^0*9>+-mV*0+^0*0*0^0)(a;). (2) 

Le produit de Moyal a pour principale caracteristique d'etre non local. Neanmoins sa 
non commutativite a pour consequence que le vertex de la theorie (^ n'est invariant 
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que sous les permutations cycliques des champs. Cette invariance restreinte nous incite 
a representer les graphes de Feynman associes par des graphes a rubans. On peut alors 
facilement faire la distinction entre graphes planaires et non planaires. 

La non localite du ^-produit permet de comprendre la decouverte de Minwalla, Van 
Raamsdonk et Seiberg ||MVRSOO||. En effet, ils ont montre que non seulement le modele 



(H) n'est pas fini dans I'ultraviolet mais encore qu'il presente un nouveau type de diver- 
gences qui le rendent non renormalisable. Dans Particle [[t^'ilOGH , Filk a calcule les regies 
de Feynman relatives au modele (||). II a montre que les amplitudes planaires sont egales 
a celles de la theorie commutative. Par contre, les graphes non planaires donnent lieu a 
des oscillations qui couplent les pattes internes et externes. L'exemple typique est celui 
du tadpole non planaire : 



p 


r)- 










= 12j 


(27r)4 P + m2 



^ ;K,{^m^{ep)^) ~ (3) 



Si p 7^ 0, le tadpole non planaire est fini mais, a p petit, il diverge comme p"^. Autrement 
dit, si nous mettons une coupure ultraviolette A a I'integrale sur k, les limites A ^ oo 
et p ^ ne commutent pas. C'est le phenomene de melange ultraviolet/infrarouge. Une 
chaine de tadpoles non planaires, inseree dans de plus grands graphes, peut faire diverger 
n'importe quelle fonction (a six points ou plus). Or cette divergence n'est pas locale et ne 
peut done pas etre absorbee dans une redefinition de la masse. C'est ce qui rend le modele 
non renormalisable. Nous verrons au chapitre ^ que le melange UV/IR se traduit par un 
couplage des differentes echelles de la theorie. Nous verrons egalement qu'il convient de 
distinguer plusieurs types de melanges. 

Le melange UV/IR a ete etudie en details par plusieurs groupes. Tout d'abord, Che- 
pelev et Roiban |CR01|] ont demontre un comptage de puissance pour plusieurs modeles 
scalaires. lis ont ainsi identifie precisemment les graphes divergents et ont pu classe les 
divergences de la theorie par les donnees topologiques de ses graphes. Puis V. Gayral 
||Gay05b|| a montre la presence de melange UV/IR sur toutes les deformations isospectrales 



(il s'agit de generalisations courbes des espaces de Moyal et du tore non commutatif). Pour 
cela, il a considere un modele scalaire du type (||) et a decouvert des contributions a Tac- 
tion effective qui divergent lorsque les moments externes tendent vers zero. Le melange 
UV/IR est done une caracteristique generale des theories non commutatives, au moins 
sur les deformations. 



La situation est restee en I'etat jusqu'a ce que H. Grosse et R. Wulkenhaar decouvre 
le moyen de definir une theorie non commutative renormalisable. Nous detaillerons leurs 
resultats au chapitre ^ mais le message principal est le suivant. En ajoutant un terme 
harmonique au lagrangien (|^), 
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ou a; = 29 , le modele, en dimension quatre, est renormalisable a tons les ordres de 
perturbation ||GW05b|| . Nous verrons au chapitre |^ que ce terme supplementaire fournit 



une coupure infrarouge et permet de decoupler les differentes echelles du probleme. La 
theorie, que nous noterons $4, ne presente alors plus de melange UV/IR. Ce resultat 
est capital car il ouvre la voie a d'autres theories des champs non commutatives. Dans 
la suite, nous appellerons vulcanisation^ la procedure consistant a rajouter un terme au 
lagrangien d'une theorie non commutative pour la rendre renormalisable. 

Langmann et Szabo out remarque que I'interaction quartique avec produit de Moyal 
est invariante sous une transformation de dualite. II s'agit d'une symetrie entre I'espace 
des moments et I'espace direct. La partie interaction du modele @ s'ecrit (voir equation 



Sint[(l)]= I d'^x^{(f)-k(f)-k(j)'k(f)){x) (5) 
4 

Y\_d'^Xa(j){Xa)V{Xi,X2,X3,X4) (6) 
a=l 

[lj^HPa)V{puP2,P3,P4) (7) 



avec 



V{xi, X2, xs, X4) — 3— — -X2 + X3- Xi) cos(2(e ^)^u{xiX2 + x'i^xD) 
4 TT^ det fc) 

y{PuP2, P3, Pi) =^ (27r)^(5(pi -P2+P3- Pi) COs(^e^''(pi,^p2,,. + P3,iJiPi,u)) 

ou on a utilise une transformee de Fourier cydique : (f){pa) = J (ix e*^~^)''*^°^''0(xa). La 
transformation 

4>{p) ^ TT^v^l det e| 4>{x), p^^Xf, (8) 

echange (^) et (^. Par ailleurs, la partie libre du modele (||) n'est pas covariante sous 
cette dualite. La vulcanisation ajoute un terme au lagrangien qui retablit cette symetrie. 
Le modele (||) est ainsi covariant sous la dualite de Langmann-Szabo : 

T77 A 1 

S[<P;m,\,n]^n'S[<P; -,—,-]. (9) 

Par symetrie, le parametre ^2 est done confine dans I'intervalle [0, 1]. Notons qu'a fl = 1, 
le modele est invariant. 

L'interpretation du terme harmonique supplementaire n'est pas encore trouvee. Nean- 
moins, la procedure de vulcanisation a deja permis de prouver la renormalisabilite de 



^TECHNOL. Operation consistant a traiter le caoutchouc naturel ou synthetique par addition de 
soufre, pour en ameliorer les proprietes mecaniques et la resistance aux variations de temperature, Tresor 



de la Langue Frangaise informatise, http :/ /www. lexilogos.com/ 
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plusieurs autres modeles sur espace de Moyal tels que (f)2 |pW03|| , 4 |pS05| , pS06h|| et 



les modeles LSZ [[LSZ04 |LSZ03| , |Lan03|| . Ces derniers sont du type 

A 



s[<p] 



(10) 



En comparant ce modele a (|^), on s'apergoit qu'ici le terme supplementaire est formel- 
lement equivalent a un champ magnetique de fond uniforme. La tentation est grande de 
I'interpreter comme tel. Ce modele est egalement invariant sous la dualite sus-mentionnee 
et est soluble exactement. Remarquons que I'emploi d'une interaction complexe comme 
celle du modele ([To|) rend la dualite de Langmann-Szabo plus naturelle. Elle ne necessite 
plus I'introduction d'une transformee de Fourier cyclique. Les modeles 0^ ont aussi ete 
consideres a f2 = 1 ou ils presentent une structure soluble. 



Outre son interet pour la quantification de la gravitation, la theorie des champs non 
commutative pourrait bien nous renseigner et peut-etre meme resoudre un des problemes 
majeurs de la theorie des champs commutative. Celle-ci souff're de divergences ultravio- 
lettes et infrarouges mais aussi de la divergence de la serie perturbative. Par exemple, le 
modele 04 est asymptotiquement libre dans I'infrarouge. En presence d'une coupure ultra- 
violette, on pent construire sa limite infrarouge. La construction de la limite ultraviolette 
impose une theorie libre dans I'infrarouge. De la meme fagon, les theories asymptotique- 
ment libres dans I'ultraviolet, comme Yang-Mills on Gross-Neveu, possedent une zone de 
couplage fort dans I'infraouge responsable du confinement des quarks pour Yang-Mills. Le 
fait que le fiot de la constante de couplage soit non borne est une des raisons qui empechent 
la construction de ces modeles et la resommation de leurs series des perturbations. 



Par ailleurs, Grosse et Wulkenhaar GW04 ont calcule, a une boucle, le fiot de la 



constante de couplage du modele $4 (H). Le fiot du parametre supplementaire regule 
celui de la constante de couplage. Dans ce modele, fl va de i^bare < 1 (fixe) a r2ren = et le 
rapport 4lf^ est constant. Ce modele fiotte de Abare < 00, ^hare < 1 a Aren > 0, ^l^en = 0. 

ren 

Le fiot de la constante de couplage est borne ce qui devrait permettre de definir ce modele 
non perturbativement. Remarquons egalement qu'a f2 = 1, les fonctions Px et s'an- 
nulent. Ceci est certainement relie aux structures integrables rencontrees a Q = 1. 



Les questions auxquelles nous aimerions repondre sont : dans quelle mesure la pro- 
cedure de vulcanisation est generale? S'applique-t-elle a d'autres espaces que le plan de 
Moyal, a d'autres modeles que 0^ ? Et surtout comment interpreter le terme supplemen- 
taire ? Cette these a pour but de donner quelques elements de reponse. 

Pour etudier finement le comportement d'un modele sous Paction du groupe de renor- 
malisation, I'analyse multi-echelles est tres utile. De plus, elle permet une etude construc- 
tive ulterieure. C'est done la methode que nous emploierons tout au long de cette these. Le 
chapitre[l| rappelle en quoi consiste la renormalisation perturbative a la BPHZ. II presente 
I'analyse multi-echelles et ce qu'elle nous apprend sur la serie perturbative. Entre autres, 
nous verrons qu'il est naturel (du point de vue du groupe de renormalisation) d'organiser 
les termes de la perturbation en une infinite de constantes de couplage effectives. Cette 
multi-serie est egalement un objet mathematique bien mieux adapte a la renormalisation 
que la serie renormalisee habituelle. 

Dans le chapitre ||, nous donnerons une definition precise de I'algebre de Moyal. Nous 
verrons que I'espace de Schwartz est stable par le produit de Moyal et que nous pouvons 
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etendre cette algebre par dualite en une sous-algebre de S'. Puis nous introduisons la base 
matricielle, une base de fonctions ou le produit de Moyal devient un produit matriciel 
ordinaire. C'est dans cette base que Grosse et Wulkenhaar ont etablit la preuve de la 
renormalisabilite du modele a tons les ordres. Nous ferons un resume de leur travaux 
et les mettrons en perspective avec le reste de cette these. Nous presenterons egalement 
I'etude multi-echelles que nous avons effectuee dans ||RVTWO^] au sujet du modele 
dans la base matricielle. Celle-la a permis d'adapter I'analyse multi-echelles a la base 
matricielle et de preciser le role central des graphes duaux. Etant donne I'importance du 
propagateur dans les theories de champs non commutatives, nous exposerons les resultats 
obtenus dans Particle ||GRVT06| au sujet de generalisations du propagateur du modele (||). 
Celles-ci seront notamment utiles pour etudier le modele de Gross-Neveu non commutatif. 
Nous insisterons sur la pertinence de ces etudes de propagateurs en regard du travail de 
Grosse et Wulkenhaar, particulierement celui de | GW05a |. Enfin j'expliquerai pourquoi je 
pense que I'etude des theories de champs dans la base matricielle est importante et a un 
fort potentiel. 

Le chapitre |^ est principalement dedie a la preuve de la renormalisabilite perturbative 
du modele $4 en espace x. La preuve ayant deja ete etablie par Grosse et Wulkenhaar 
dans la base matricielle, ce chapitre a pour principal but de nous familiariser avec les 
techniques de renormalisation non commutative en espace x. Ceci nous permettra de 
comparer avec le modele de Gross-Neveu, techniquement plus ardu. Bien qu'a long terme 
la base matricielle me semble plus adaptee aux theories non commutatives que I'espace 
direct, celui-ci permet de comparer les comportements des modeles commutatifs et non 
commutatifs. De plus, les methodes de theories constructives ||Riv91|| ne sont pas encore 
developpees dans la base matricielle. L'essentiel de ce chapitre est adapte de Particle 
||GMRVT06|| . Nous verrons comment nous avons generalise les resultats de Filk ||P'il96|| au 
cas oil le propagateur ne conserve pas I'impulsion. Nous finissons ce chapitre en expliquant 
la renormalisabilite d'un modele LSZ modifie qui est une legere generalisation de (p!0|). 

Le chapitre || concerne le modele de Gross-Neveu non commutatif. Nous demontrons 
qu'il est renormalisable a tons les ordres de perturbation [[VT06|| . Les principales caracte- 
ristiques de ce modele sont les suivantes. La vulcanisation est completement equivalente 
a ecrire le modele dans un champ magnetique de fond uniforme. C'est une theorie fer- 
mionique done plus « physique » que du point de vue des champs de matiere. Nous 
verrons que ce modele presente du melange UV/IR meme apres vulcanisation. Neanmoins 
les graphes qui possedent ce melange sont renormalisables. Mais ceci implique I'ajout d'un 
contreterme du type tpi'j^'y^ip au lagrangien du modele massif. Enfin cette etude permet 
de mettre en lumiere le role de la notion d'orientabilite (voir section p.l.2| ). 
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Chapitre 1 



Un theoreme BPHZ de B a Z 



Ce qui est affirme sans preuve peut etre nie sans preuve. 



Euclide de Megare 



Dans ce chapitre, nous allons principalement considerer le modele 04. Dans la premiere 
section, nous evoquons quelques generalites sur la theorie des champs et plus particulie- 
rement sur la renormalisation perturbative. Nous insistons notamment sur les differents 
types de divergences ultraviolettes. Puis, en deuxieme section, nous introduisons I'analyse 
multi-echelles qui est I'outil principal utilise pendant cette these. Nous exposons ce que 
cette methode peut nous apprendre sur la serie des perturbations. Nous montrons com- 
ment on peut obtenir des bornes uniformes pour les graphes completement convergents 
et, en section 3, comment prouver que I'amplitude renormalisee, donnee par la formule 
de forets de Zimmermann, de n'importe quel graphe de la theorie est finie et quelle borne 
nous pouvons en donner. Enfin nous definissons la multi-serie effective et plaidons en sa 
faveur. 



1.1 Renormalisation perturbative 

Dans tout ce chapitre, nous prendrons comme exemple le modele 0|) dans le cadre 
de I'integrale fonctionnelle. Nous nous placerons toujours sur I'espace euclidien M^. La 
fonction de partition de ce modele est 



ou C = (— aA + m^) ^ est la covariance associee a la mesure gaussienne dfi et a est un 
parametre reel qui vaut 1 pour I'instant. Les quantites que nous souhaitons definir sont 




(1.1.1) 
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les fonctions de correlations (fonctions de Schwinger). Pour tout N pair, 

S^ivi, ...,yN)=l\ -t-j--Z[J] (1.1.2) 

N 



1.1.1 De la necessite d'une coupure 

Les fonctions de Schwinger autant que la fonction de partition sont des quantites 
particulierement mal definies. Par le theoreme de Bochner-Minlos, il existe une mesure 
fonctionnelle gaussienne supportee par I'espace 5'(M^) des distributions temperees. Dans 
||Ree73|| , il a ete montre que les distributions typiques du support sont en fait relativement 
regulieres (par exemple, en dimension 2, I'ensemble des T G 5'(]R^) telles que We > 
0, (—A + m^)~^T soit localement de carre integrable est de mesure 1). Le support reste 
cependant un espace de distributions et I'expression 0'^(x) qui fait intervenir le produit de 
distributions n'a pas de sens. Une fagon de regulariser cette situation consiste a introduire 
une coupure k dans la covariance ||CL73|| . 

La covariance C est donnee par 

C'(p,g)=^— / rfte-*(^'+™')5pH_,,o, (1.1.3) 
L'integrale ( |1.1.4| ) est bien definie sauf quand x = y en dimension D ^ 2. C'est le probleme 



des divergences ultraviolettes. Le fait que I'expression ( [1.1.4|) soit mal definie si x = y est 
equivalent au fait que la covariance C{p) ne soit pas integrable en dimensions superieures 
a 2 pour p proche de I'infini autrement dit dans la region ultraviolette. Quels que soient 



X et y, l'integrale ( |1.1.4|) est bien definie pour t proche de I'infini. C'est la zone infrarouge 



protegee par la masse m. Si x = y, l'integrale diverge dans la zone t proche de 0, c'est 
la region ultraviolette. Ainsi la region infrarouge correspond a p petit, \x — y\ grand ou t 
grand. La region ultraviolette correspond, au contraire, kp grand, \x — y\ petit ou t petit. 
Dans tout ce chapitre, nous considererons un modele massif m > 0. La zone infrarouge ne 
pose done pas de difficultes. La seule coupure necessaire est ultraviolette : pour n G M.^, 
nous definissons 

POO 1 

CJp)= dt e-'^P' = e-^ip'+m')_ (1.1.5) 



Quel que soit /t > 0, I'expression (|1.1.5|) est integrable ce qui signifie que sa transformee 



de Fourier Ci^{x — y) est bien definie en a; = La limite k — > redonne la covariance 
initiale. 

II a ete montre dans ||CL73|, |Kiv91|| que la mesure gaussienne associee a la covariance 



est supportee par les fonctions C°° a croissance au plus logarithmique. Tout polynome dans 
les champs, comme 4>'^{x), est ainsi bien defini. Neanmoins les fonctions n'appartiennent 
typiquement pas a L^(M.^) si bien que J^^ (f>'^{x)dx n'existe pas. On pent remedier a ce 
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probleme en restreignant I'integrale a un domaine compact A C M^. Le point de depart 
du modele (j)'^ est done la fonction de partition regularisee 

Za,,[J] = / c//ic,,(0)e-^^A'^''"'^'(")+*^A-^(-)*(-)'^°-. (1.1.6) 



1.1.2 Series perturbatives 



L'equation (|1.1.6D est un point de depart. Nous souhaitons trouver un moyen de definir 



les limites A et k — > 0. Quel que soit le moyen utilise pour definir ces limites, il 

consiste en une perturbation autour de A = 0. Dans la suite, les coupures sont sous- 
entendues mais omises pour alleger les notations. Pour calculer des grandeurs physiques 



ou, historiquement, pour definir le modele ( |1.1.1|) , on a ecrit 



/N oo ^ \ r 

i=l n=0 ' ' 

Jusque la, tout va bien. Puis on a interverti les integrations sur x et la somme sur n 
avec I'integrale fonctionnelle. Grace aux coupures A et k, les integrations sur x et cj) sont 
absoluement convergentes et peuvent etre echangees. Nous verrons par la suite que la 
seule serie qui ait un sens aux limites A et k — > (la serie renormalise^) n'est 

generalement pas convergente et done certainement pas absoluement convergente. Ainsi 
I'echange de la somme sur n et de I'integrale fonctionnelle n'est pas autorisee. 

A coeur vaillant, rien d 'impossible, nous echangeons la somme et I'integrale fonction- 
nelle et prenons I'expression suivante comme definition du modele : 

S^{y,,...,y^)=J2^(^) /n^^^- d^^c{<P)ll^{y^)ll<p\x,). (1.1.8) 

n=0 ■ ^ ■ J J J j=i j=i 

A partir de la, le theoreme de Wick nous permet de calculer les fonctions de Schwinger 
ordre par ordre. Pour le modele 0^, les regies de Feynman associees sont : 

- ^ J dx par vertex : ^^^\^ ' 

- C{x,y) par ligne : ? r'. 



Les theories de champs quantiques souffrent de deux types de divergences ultravio- 
lettes. La premiere apparait au niveau des graphes individuels. Considerons I'exemple de 
la fonction a quatre points connexe jusqu'a I'ordre 2 en espace des moments : 



si{pi, . . . ,pa) = - a 



Pi P4 Pi p + q Pa 





P2 P3 P2 q P3 



{1 ^3} + {l ^4} + 0(A=^) (1.1.9) 



*La multi-serie effective a egalement un sens (voir section |l.4| ). 
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oil p = pi + p2 = —ps — Pa- L'amplitude associee au graphe G d'ordre 2 (la bulle) vaut 

J q'^ + m'^ [p + qY + 

En dimension D ^ 4, Aq est divergente dans la region 1^1 ^ 1 a p fixe. Nous verrons dans 
la section suivante comment traiter les divergences des grapiies individuels. 

Le second type de divergences concerne la serie perturbative dans son ensemble. Consi- 
derons I'ordre n de la fonction a 4 points renormalisee (encore une fois nous verrons ce 
que cela signifie dans la section suivante). A grands moments externes, en dimension 4 : 



^f"(p) ^ \i{(32\og^y' . (1.1.11) 

Ce comportement, insere dans une boucle convergente comme celle du graphe a 6 points 
de la figure [Til , contribue a I'ordre n de la fonction a 6 points par : 

A« / (^j^(ftlog^)""^(n-3)!AM'-'. (1.1.12) 

Ces contributions ne sont pas sommables (ni meme Borel sommables car elles s'ajoutent 
avec le meme signe) et conduisent done a des difficultes pour resommer la serie des per- 
turbations. Nous reviendrons sur les renormalons plus tard et expliquerons leur origine. 



YDoooocy 



Fig. 1.1: Renormalon 



Une autre fagon de voir le meme probleme consiste a etudier le comportement de I'ordre 
n de la fonction a 4 point nue (bare en anglais) a moments externes nuls et en presence 
d'une coupure p (les moments internes sont inferieurs a p) : 

S^fiO) ^ (-AB)"folog^)""' (1.1.13) 

ou Ab = A. Nous verrons dans la section suivante que la fonction a 4 points a moments 
definit la constante de couplage renormalisee Xji. Ainsi en sommant les contributions du 



type ( |1.1.13| ), on obtient 

~" -Ai 



oo 



=2 



Aif = - Ab + > (-XBr{f32log^) = , , , " (1.1.14) 



l + AB/32log^' 
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A Xb > fixee, la constante de couplage renormalisee Xr tend vers quand la coupure p 
tend vers I'mfini. C'est la trivialite de 0^. La theorie renormalisee semble etre libre. 
Enfin, nous pouvons aussi inverser la relation (|1.1.14| ) et obtenir 



-^B= ^ , (1.1.15) 
1 - Aif/32 log ^ 

A Xr > fixee, pour p suffisamment grand, Xb devient de I'ordre de 1 et la serie per- 
turbative n'a plus de sens. C'est le fameux fantome de Landau. Ces phenomenes sont 
les trois facettes d'une meme medaille et sont regroupes sous le terme de probleme des 
renormalons. Nous verrons dans la suite que les renormalons sont intimement lies a la 
fagon dont on renormalise la serie nue c'est-a-dire a la fagon dont on traite le probleme 
de la divergence des graphes individuels. 



1.1.3 Le theoreme BPHZ 

La renormalisation perturbative fut inventee vers 1950 par Feynman, Schwinger, Dyson, 
Tomonaga et d'autres (voir ||Dys49|| par exemple). II s'agit de redefinir les parametres ob- 



servables de la theorie en incluant les divergences dans des parametres nus inobservables. 
II fallut environ dix ans pour faire de cette idee un theoreme solide : le theoreme BPHZ. 
Pour le modele 04, il pent etre formule de la fagon suivante : 

Theoreme 1.1.1 (BPHZ pour 0^) II existe trois series formelles en un parametre Xr ^ 



telles que si nous remplagons, dans (|1.1.6| ), —A par —Xr + ^^2^™(^' '^)(~-^-r)"7 



m 



2 



par rnj^ + Yl^=i^n{A., k){—Xr)^ et a par or + Yl^=2^ri{A, k){—Xr)^ , toute fonction de 
Schwinger est finie ordre par ordre en Xr aux limites A ^ et k ^ 

Nous allons donner les grandes lignes de la preuve de ce theoreme. On dit qu'une theorie 
est renormalisable s'il existe un nombre fini de parametres a redefinir pour la rendre fi- 
nie ordre par ordre. Dans le modele 04, ces parametres sont la constante de couplage, la 
masse et le coefficient de la fonction d'onde a. Les constantes Xr^ trr et aR sont fixees par 
trois experiences. S'il fallait fixer un nombre infini de parametres, la theorie perdrait sa 



predictibilite. Ainsi, pour demontrer le theoreme |1 . 1 . 1| , il faut d'abord prouver qu'il n'y 
a qu'un nombre fini de fonctions divergentes dans le modele. Pour cela, on demontre une 
borne superieure sur les amplitudes des graphes : c'est le comptage de puissance. 

Considerons un graphe G d'ordre n avec N pattes externes. En moments, les fonctions 
delta aux vertex nous apprennent qu'il y a un moment independant par boucle. Dans la 
region oii tons les moments internes tendent vers I'infini de la meme fagon, I'amplitude se 
comporte, en dimension comme 



ou L est le nombre de boucles du graphe, / le nombre de lignes internes et K une coupure 
ultraviolette. En utilisant 'in = 2I + NeiL = I — n + 1 (pour G connexe), on obtient 

Ag^K-"", u = {A- D)n + ^^^^N - D. (1.1.17) 
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io est appele degre superficiel de convergence. Si -D > 4, quel que soit iV, il existera 
toujours un 77, a partir duquel oj sera negatif et Aq divergera. Toute fonction diverge, la 
theorie est non renormalisable. Si -D < 4, au contraire, il existe un ordre minimal a partir 
duquel toutes les fonctions convergent. Un nombre fini de graphes divergent, le modele 
est super-renormalisable. Enfin si -D = 4, un nombre infini de graphes divergent mais ils 
concernent seulement les fonctions a 2 et 4 points. Le modele est dit juste renormalisable. 
Bien sur, il faudrait obtenir une borne plus precise pour prendre en compte toutes les 
sous-divergences des sous-graphes de G. Nous verrons que I'analyse multi-echelles nous 
permet de I'obtenir tres naturellement. 

Restreignons-nous maintenant a la dimension 4. Seules les fonctions a deux et quatre 
points divergent (nous ne nous interesserons pas aux graphes du vide). Nous devons done 
prouver que leurs divergences peuvent etre absorbees dans une redefinition des constantes 
du modele. Considerons par exemple la fonction a quatre points dont le developpement 
a I'ordre est donne en (|1.1.9| ). Notons t I'operation de Taylor consistant a evaluer 
I'amplitude d'un graphe a moments externes nuls. Pour la bulle, nous ecrivons 

=tAg + (1 - t)Ag. (1.1.18) 

Montrons que iAq pent etre absorbe dans une redefinition de la constante de couplage. 

TAG=nC'(p.)^(Pl + ---+J>4) 1 ^^4^, (1-1-19) 

^Kpi,...,P4)=(-A^+^(-AB)^y" "^'^ 



Pi P4 




-A) 



2 



(g2 + m^)^ 
V\ p + q Pi 



1 




P2 q P3 



+ (1-t)({1 ^3} + {l ^4}) +0(A=^). (1.1.20) 

Nous pouvons alors definir —Xr = —Xb + |(— A^)^ / (-^2!^^2)2 + C>{X%). L'integrale sur q 
doit etre consideree comme regularisee par une coupure quelconque. II faut encore montrer 
que les restes de Taylor (1 — t) sont finis : 

= -nC-(p.)^(p. + ...+p.) / (1.1.21) 

La limite k — de l'integrale sur q est alors finie. Le developpemement de la fonction 
connexe a quatre points s'ecrit done 

Pl PA 

SI{pi,...,Pa)=-Xr + contributions finies + C(A|). (1.1.22) 

P2 P3 
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Bien sur, il faut etre capable de redefinir les constantes du modele a chaque ordre de 
perturbation. Soit un graphe G avec pattes externes. Son amplitude amputee en espace 
des moments est notee Ac^ki^ . . . , k^). La conservation des moments aux vertex implique 
la conservation des moments entrants. Ainsi Ac se decompose de la fagon suivante : 



1) 



N) 



kN)g{k 



1) 



k 



N-lj 



On definit le contreterme — t^A associe au graphe G par 



N 



D{G) 



1 



-K ^0 ^^^^1' • • • ' ^^^-1^ 

i=i 



i=l 



t=0 



(1.1.23) 



(1.1.24) 



^4 5 



ou D{G) est le plus grand nombre entier inferieur ou egal a —lj{G). Pour le modele 
cela consiste a effectuer un developpement de Taylor a I'ordre pour la fonction a quatre 
points, aux ordres et 2 (I'ordre 1 est nul par parite) pour la fonction a deux points. 
II faut evidemment montrer que les premiers termes de ces developpements peuvent etre 
absorbes dans une redefinition des constantes du modele pour tons les graphes a tons 
les ordres. Nous verrons aux chapitres | et ^ comment nous le demontrons dans les cas 
des modeles et Gross-Neveu non commutatifs. Ici, supposons que nous I'ayons fait. Le 
schema de soustraction ( |1.1.24| ) nous permet alors de definir 



def 1 



5^^(0,0) 



m 



2 ' 
R 

2a 



p=0 



m 



R 
4 ■ 



(1.1.25a) 
(1.1.25b) 

(1.1.25c) 



Ces definitions donnent Xr, rriR et aR en termes de series formelles en A^. La combinatoire 
a verifier est alors la suivante. II faut inverser les trois series definies par les equations 
dTTH) : 



n=2 

tX) 

< = ^I + E^n(-AB)" 

n=l 

oo 

aR = as + (-As)" 



A 



■--\r + Yc^{-\rT 

n=2 

oo 

= ml + ^dni-XRr 

n=l 

oo 

as = aR + ^ e„(-AR)" 



(1.1.26a) 
(1.1.26b) 
(1.1.26c) 



n=2 



n=2 



puis verifier que la theorie exprimee en fonction des constantes renormalisees est finie 



ordre par ordre en A^j (les coefficients c„,(i„ et e„ sont ceux du theoreme |1.1.1|) . Dans 
ce but, la formule de Zimmermann est tres utile. Elle permet d'exprimer les termes de 
la serie renormalisee (c'est-a-dire ecrite en termes des constantes renormalisees) par une 
formule compacte. Soit le modele ( |1.1.6| ) ou nous avons remplace A^, rns et par les 



trois series formelles (1.1.26) : 



(0) e'i(^«-^"=2'="(-^«)")i'A'^"^'j!''W+*/A-^{^)</'{^)««''^. (1.1.27) 
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En developpant les fonctions de Schwinger en puissances de Xr, on obtient ime serie 
identique a la serie nue mais ou I'amplitude de chaque graphe G devient 



(1.1.28) 



OU Ag est I'amplitude nue. La somme contient toutes les forets de sous-graphes diver- 
gents (a deux et quatre pattes externes). Rappelons qu'une foret est un ensemble de 
sous-graphes tel que V(?, (?' G T , soit g \^ g' = ^ soit g d g' ou g' C. g. Par exemple, le 
graphe G de la figure contient les sous-graphes divergents suivants : Gi = {1, 2} , G2 = 
{1,2,3,4},G3 = {1,2,5,6} et G = {1,2,3,4,5,6}. Ses forets divergentes sont done : 
0, {G} , {Gi} , {G2} , {G3} , {Gi, G} , {G2, G} , {G3, G} , {Gi, G2} , {Gi, G3}, 
{Gi, G2, G} , {Gi, G3, G}. Les sous-graphes G2 et G3 ne peuvent pas appartenir a la meme 



foret. Pour verifier que la formule de Zimmermann (|1.1.28| ) donne une ampitude renor- 




Fig. 1.2: Le graphe oeil 



malisee finie, nous renvoyons a la section |1.3.3| ou nous avons utilise la classification des 
forets dans le cadre de I'analyse multi-echelles. 



1.2 Analyse multi-echelles 



Dans cette section, nous presentons I'analyse multi-echelles et donnons une borne 
superieure sur les amplitudes montrant que seuls les graphes a 0, 2 et 4 points divergent. De 
plus, nous demontrons un theoreme de Weinberg uniforme sur les graphes completement 
convergents. 

L'analyse multi-echelles est un outil puissant qui permet d'etudier precisemment la 
renormalisabilite d'une theorie. De plus elle fournit des bornes precises sur les amplitudes. 
Cette technique suit les idees de K. Wilson ||WK74|| sur le groupe de renormalisation. 



1.2.1 Espace des phases 

Au lieu d'effectuer I'integrale fonctionnelle d'un seul coup, nous commengons par sepa- 
rer les degres de liberte de frequences differentes. La renormalisation va alors se faire des 
echelles les plus hautes (ultraviolettes) vers les echelles les plus basses (infrarouges). Pour 
cela, nous decoupons le propagateur en tranches de moments. II est pratique d'utiliser 
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une progression geometrique de raison M > 1 : 

dt 

(47rt)^/2 



Cp{x,y) 



oo 



_ (x-y) _^ 2 



i=0 



1 (47rt)«/ 

A/-2{i-l) 



_ 2 

2 ' 



4t 



,A,-2. (47rt)«/2 

La mesure etant gaussienne, il existe une decomposition associee ||Sal9S 

p p 



j=0 



j=0 



(1.2.1) 



(1.2.2) 



C'est principalement la decomposition du propagateur qui nous sera utile dans la suite. 
Neanmoins il est interessant de garder a I'esprit que chaque 0' correspond a une theorie 
avec des coupures infrarouge et ultraviolette, de plus en plus proche de I'ultraviolet quand 
i augmente. 

La premiere borne importante concerne le propagateur regularise dans une tranche i : 



Lemme 1.2.1 Pour tout ^ i ^ p, il existe K,k E M+ tels que 
Demonstration. Pour i G |l,p], on utilise simplement 



(1.2.3) 



(1.2.4) 



(47rt)^/2 

^J^i(M-2(-i) - M-^') sup 

M-2i^f^Af-2{i-l) t I 

Pour la premiere tranche ? = (la tranche infrarouge), il faut utiliser la masse pour 
integrer sur t : 

dt 



C'{x,y) 



1 (Ant)^/' 



■ e 4t 



, ,2 roo 

^ sup e 4t X 



dt 



-tm'^/2 



1 (47rt)^/2 



(1.2.5) 



□ 



Remarque 2. Dans le cas d'une theorie sans masse, le propagateur dans la tranche 
infrarouge {i = 0) n'obeit pas a la borne ( |1.2.3| ). II est alors necessaire de decouper 
egalement la zone 1 ^ t < oo. Le propagateur, dans ces nouvelles tranches, obeit a la 
borne (|1.2.3| ) avec i —i. On retrouve le fait que dans une theorie massive, la masse 
« arrete » le flot alors qu'en I'abence de masse, le flot est non trivial dans I'infrarouge. 
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Considerons un graphe G ampute avec I{G) lignes internes. La decomposition (|1.2.1|) des 
propagateurs conduit a 

Ag= (1-2-6) 

ou /i, une attribution d'echelles (ou d'indices), est une liste d'entiers naturels ii correspon- 
dant, pour chaque ligne interne I, a la tranche ii du propagateur de cette ligne. Une paire 



(G, /i) pent alors etre representee comme I'exemple de la figure [1.34 Sur cette figure, I'es- 
pace X est represente par la direction horizontale tandis que les echelles du graphe suivent 
la direction verticale. De maniere generale, lignes et vertex jouent des roles duaux dans 
cet « espace de phase ». Chaque propagateur se situe dans une tranche de « moments » 
et joint deux vertex. Au contraire, chaque vertex se situe en un point x fixe et joint 
quatre demi-lignes situees a priori dans quatre tranches diff'erentes. Les lignes verticales 
correspondant aux vertex du graphe sont dessinees en pointilles pour les distinguer des 
propagateurs. 

Dans I'espace des phases {x,t) {t est le parametre de Schwinger et non le temps!), les 
divergences ultraviolettes a la limite k — > (ou p oo) se traduisent par la divergence 
de la somme sur les attributions /i. En anticipant sur la suite et pour illustrer la dualite 
entre I'espace x et I'espace (unidimensionnel) des echelles, nous verrons que tout comme 
a chaque propagateur Ci est associee une decroissance entre xi et yi, a chaque vertex, 
pour les sous-graphes convergents, est associee une decroissance entre les echelles des 
lignes qui lui sont accrochees. Ces decroissances duales nous permettront, pour un graphe 
completement convergent, d'effectuer la somme sur les attributions d'echelles et d'obtenir 
une amplitude finie pour ces graphes. 

Pour les sous-graphes divergents, ceux pour lesquels la somme sur /i diverge, I'operation 
de renormalisation 1 — T (voir section |1.1.3| ) permettra d'obtenir des facteurs supplemen- 



taires de decroissance exponentielle dans les echelles de ces sous-graphes. La somme sur 
les attributions d'indices des amplitudes renormalisees sera alors convergente. 



1.2.2 Graphes completement convergents 

Nous allons demontrer un theoreme de Weinberg uniforme. Cela nous donnera I'oc- 
casion d'introduire (naturellement j'espere) differents outils et structures de I'analyse 
multi-echelles. Commengons par definir quelques notations graphiques. 

Soit G un graphe connexe. G est en fait une paire (V,X) composee des ensembles 
V{G) = V de ses vertex et T{G) = X de ses lignes. Si G' = (V',X'), nous noterons 
V(G') = V et X(G') = T. Le cardinal de V(G) sera n(G), celui de X{G) sera I{G). 

Nous noterons egalement Vx(G) I'ensemble des vertex accroches aux lignes de X. Soit 
u G V(G), definissons X,^{G) comme I'ensemble des lignes internes de G acrochees au 
vertex u. 

Un sous-graphe g de G {g C G) est une paire (Vi(G),i) avec i C 1{G). Un sous- 
graphe est done compose d'un sous-ensemble de lignes de G et des vertex aux extremites 
de ces lignes. Avec cette definition, un sous-graphe n'est pas necessairement connexe. 
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TY^Gl ^ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11} 



G} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11} 



(a) Un graphe de 



5 g; = g 

(b) L'arbre de « Gallavotti-Nicolo » 



d0comi!Bsition 
en04ielles 
▲ 



indice 
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AP 
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AI 
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10 



espacffi 



(c) Exemple d'attribution des echelles 
Fig. 1.3: Les outils de I'analyse multi-echelles 
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Pour tout graphe G, I'ensemble V{G) est I'union disjointe de deux sous-ensembles. 
Soit Cg la fonction de V{G) dans N telle que Vz/ e V(G), ca{i^) est la coordination du 
vertex u dans G (c'est le nombre de lignes de G accrochees au vertex u). Un vertex z/ d'un 
graphe ampute (ou d'un sous-graphe) g de la theorie 0"^ sera dit interne si Cg^u) = 4. II 
sera externa si 1 ^ Cg{iy) ^ 3. Nous noterons Vi{G) (resp. Ve(G)) I'ensemble des vertex 
internes (resp. externes) de G : V(G) = Vi(G)UVe(G) avec Vi{G)nVe{G) = 0. Nous note- 
rons N{G) le nombre de pattes externes (amputees) de G : N{G) = X]veVe(G) ^ ~ cg(z^). 
Remarquons que tons les vertex externes d'un graphe ampute sont integres. Par defaut, 
nous noterons z^, u G Ve(G) les positions de ces vertex. 

Nous definissons Aq = J YlueVeic) ^g{{zv})- Quel que soit z/q G Ve(G'), I'invariance 
par translation du modele implique que Ag{{zu}) est independant de z^^^. 
Nous pouvons maintenant enoncer le theoreme : 

Theoreme 1.2.2 (Weinberg uniforme) Soit G un graphe de (pf, connexe, ampute et 
completement convergent (c'est- a- dire \/g C G, uj{g) > 0). Soit f G L^{M*). Quel que soit 
1^0 G Ve{G), il exists K G M+ tel que 

n dz,f{z,,)AG{{z,}u^u,)^K<''^\f\\i. (1.2.8) 



Le theoreme de Weinberg original ||Wei60|| affirme que I'amplitude d'un graphe comple- 



tement convergent est finie. Ici nous demontrons en plus que I'amplitude est bornee par 
K^. L'adjectif uniforme signifie que la constante K ne depend pas de n{G). La demons- 
tration du theoreme |1.2.2| sera I'occasion de continuer a introduire les outils de I'analyse 
mutli-echelles. 

Demonstration. Soit G un graphe connexe ampute et /i une attribution d'indices. Soit 
z/o G Ve{G). On a : 

Au^j= [ n n ^i- (1-2-9) 

L'invariance par translation du modele montre que Acizu^) est independante de ^^g. C'est 
pourquoi nous avons besoin d'une fonction test pour integrer sur Zi,^. 
Le lemme |1.2.1| implique que I'amplitude est bornee par 



l^^l ^ / dzjf{zj\ I n n M(^-2)V-^^^''^^l^-^'l. (1.2.10) 



La structure minimale necessaire pour integrer sur les positions des vertex est un arbre 
generateur T{G). II s'agit d'un ensemble connexe de n{G) — 1 lignes de T{G) sans boucle. 



Par exemple, sur la figure p..3a| , un arbre est represente en gras. II est pratique de choisir 
un arbre generateur enracine c'est-a-dire un arbre avec un vertex marque appele racine. 
Nous choisissons comme racine. Get arbre represente simplement un ensemble minimale 
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de fonctions Hier^ kMn+'^\xi yi\ permettant d'integrer sur tous les vertex de G sauf un. 
On a alors 

^ n f dz^,\f{z^,)\ I n ^^-^ n e-^^'^^^i^-^'i (1.2.11) 

^^r^''^ll/lli n J] M-^(''+^). (1.2.12) 

«ex(G) /er(G) 

En dimension ^ 2, chaque ligne / apporte un facteur de divergence 

^{d~2)h _ Cependant 

chaque ligne d'arbre fournit egalement un bon facteur M~^*'. II est done necessaire de 
choisir un arbre avec les lignes les plus hautes possible pour optimiser la borne ( [1.2.12|) . 



En section |2.3.3| , se trouve la procedure precise d'optimisation de I'arbre. Remarquons 
toutefois que cette optimisation est faite de telle sorte que I'arbre contienne les lignes les 
plus basses. Neanmoins la procedure est identique dans notre cas. Une simple induction de 
I'echelle de la coupure p vers I'echelle permet de choisir un arbre optimise 7^. Nous com- 
mengons par I'echelle p. Nous choisissons le plus grand nombre de lignes qui ne forment 
pas de boucles. Si I'ensemble de ces lignes forme un arbre, 7^ est complet et uniquement 
constitue de lignes d'echelle p. Sinon nous ajoutons a I'ensemble precedent le maximum 
de lignes d'echelle p — 1 qui ne forment pas de boucle et ainsi de suite. L'arbre (en gras) 



de la figure 1.3a est un exemple d'arbre optimise. Remarquons qu'il existe generalement 



plusieurs arbres optimises. 
La borne (|1.2.12|) devient 



Dans I'equation precedente, tout se passe comme si, chaque ligne / du graphe fournissait 
un facteur M^"^ par etage entre les etages ii et 0. De meme, toute ligne d'arbre donne 
par etage entre ii et 0. Ainsi, dans le comptage de puissance, la contribution de 
chaque ligne / n'apparait qu'a partir de I'echelle ii. II est alors naturel de considerer : 

Definition 1.2.1 (Composantes connexes) Soit G un graphe connexe ampute et p 
une attribution d'echelles. Nous definissons comme I'ensemble des lignes de G d'indices 
superieurs ou egaux a i. Pour tout i G |0,p], 

T{G)'^{leI{G):ii^i}, (1.2.14) 
G'={Vt^,T{G))(iG. (1.2.15) 

Le sous-graphe n'est, en general, pas connexe. Soit Nd^G"^) le nombre de composantes 
connexes de G\ 

G'= [j Gl (1.2.16) 

k=l 

Les Gl, i G |0,p],/c G |l,Ai'c(G*)] sont les composantes connexes de G ou ses sous- 
graphes quasi-locaux. 



32 



Chapitre 1 - Un theoreme BPHZ 



Les composantes connexes sont les sous-graphes de G qui « apparaissent » quand on 
parcourt les echelles de p a 0. La figure montre les composantes connexes du graphe 



de la figure |1.3a . 

Soit g C G. II existe un moyen simple de determiner si g est une composante connexe 
pour la paire {G,fi). Soit Teid) I'ensemble des lignes de \ T{g) dont au moins une 
extremite appartient a "1^6(5^). Ce sont les pattes externes du sous-graphe g. Soient 



i„(/i) = min 

^oil-i') = max ii 
i&Mg) 



(1.2.17a) 
(1.2.17b) 



alors g est une composante connexe de {G,ji) si et seulement si ig(/i) > eg{fi). Un sous- 
graphe est une composante connexe si toutes ses lignes internes sont au-dessus de toutes 
ses pattes externes. Par convention, les pattes externes de G sont d'echelle —1 si bien 
que G est toujours une composante connexe. La borne ( 1.2.3| ) indique qu'un propagateur 
a I'echelle i a une extension spatiale bornee par M~\ Pour une composante connexe 
g, I'extension spatiale de ses propagateurs internes est au plus M*". Celle de ses pattes 
externes est au moins M"'^^ > M~*9. Ainsi la taille typique d'une composante connexe 
d'echelle i est d'ordre M~\ Celle-ci est reliee a son environnement exterieur par des 
propagateurs plus longs et apparait done comme quasi-ponctuelle du point de vue de 
I'exterieur d'ou le qualificatif de quasi-local. 



Par construction, deux sous-graphes quasi-locaux de G sont soit disjoints soit inclus 
I'un dans I'autre. Ainsi I'ensemble des composantes connexes d'un graphe G donne forme 
une foret (au sens de Zimmermann). G lui-meme etant toujours quasi-local, cette foret 
n'est en fait constituee que d'un seul arbre dont la racine est le graphe G lui-meme. Nous 
I'appellerons par la suite arbre de Gallavotti-Nicolo bien qu'il soit legerement different de 
celui qu'utilisent Gallavotti et Nicolo ||GN85a| , |GN85I:| , |Gal85|| . La fi gure |1.3b| represente 
I'arbre des composantes connexes du graphe de la figure |L^. Chaque noeud de cet arbre 
est une composante connexe, chaque lien est une relation d'inclusion. 



Revenons maintenant a la borne ( |1.2.13| ). Nous allons montrer qu'elle s'ecrit naturel- 
lement en termes des composantes connexes. 



n{G) 



n{G) 



n{G) 



-D 



. n n^^"-^ n n^^ 
. n n ^^"-^ n n « 

«GX(G) (i,k)\ 
l&{Gi) 

. n n n n ^' 

{i,k) leiiGi) {i,k) iex(G^)nr^(G) 



ieT^,{G) {i,k)\ 

1&1[GI) 



D 



-D 



(|LZT3D 



(1.2.18) 



L'arbre 7^ a ete optimise de telle sorte qu'il contienne les lignes les plus hautes possibles. 
II n'est pas difficile de se rendre compte, a partir de la definition |1.2.1| des composantes 
connexes, que I'arbre 7^ est sous-arbre dans chaque composante connexe. Nous noterons 
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Fig. 1.4: Composantes connexes 
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la restriction de 7^ a la composante connexe : Tj^ = H X{G\). Le nombre de 
lignes dans une composante G], est I{G\). Le cardinal de 7^* est n{G\) — 1. On a done 

n M--^^l\ (1.2.19) 

(i,fc)e 
IO,p]x[l,iV,(G')] 

oj{G\) =Dn{Gl) + (2 - D)I{G\) - D = (4 - D)n{G\) + ^iV(G^,) - Z). (1.2.20) 

Nous retrouvons le degre superficiel de convergence ( |1.1.17| ) mais cette fois-ci pour toutes 
les composantes connexes de G. Remarquons egalement que le comptage de puissance 
p.2.19| ) fait uniquement intervenir les sous-graphes quasi-locaux. Les sous-graphes de G 



qui out au moins une ligne interne plus basse que leurs pattes externes ne participent pas 



a la borne (|1.2.19|) . 

Encore une fois, si D > 4, la theorie n'est pas renormalisable : VA^ G N, 3no G N | 
Vn > no, a; < 0. Si D < 4, le modele est super-renormalisable : les graphes divergents, 
qui contribuent a un nombre fini de fonctions, sont en nombre fini. Enfin, en dimension 
4, la theorie est juste renormalisable. Le degre superficiel de convergence ne depend pas 
du nombre de vertex et le nombre de fonctions divergentes est fini. 



Pour demontrer le theoreme |1.2.2| , il reste a prouver que nous pouvons effectuer la 
somme sur les attributions d'echelles au prix d'une constante a la puissance n{G). Nous 
nous restreindrons a la dimension 4 a partir de maintenant. Par hypothese, tons les sous- 
graphes de G sont completement convergents. Ses composantes connexes le sont done 
aussi quelle que soit I'attribution /i. Cela signifie que, quels que soient i, /c, N{G\) ^ 6 ce 
qui enframe 

a;(G'l)=Ar(GL)-4^^^. (1.2.21) 
Soit z/ G V(G). Nous definissons 

eJu) = max ii, (1.2.22a) 

/ex,(G) 

iu(u) = min ii. (1.2.22b) 

/ex,(G) 

Quels que soient z G N et G V(G), si z ^ v(/^) alors u appartient a une unique 
composante connexe sinon u n'appartient a aucune composante connexe. De plus, u est 
un vertex externe si iiy < i ^ e^. On a done 

{i,k) {i,k) 

^^''^ll/llill n (1-2-23) 

{i,k) u€V{Gi)\ 

La derniere equation est une inegalite car le nombre de pattes externes d'un sous-graphe 
est superieur ou egal a son nombre de vertex externes. 

^irr^^'^ii/iii n n M"i^'=^r^''^ n m-^^--^-^/^ (1.2.24) 

ueV(G) (i,k)\ ueV{G) 
e^(/i)<i^i„(/i) 
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Pour les graphes completement convergents, Tintegration sur les positions a donne une 
decroissance exponentielle dans la longueur des lignes verticales (les vertex). Cette de- 
croissance est duale de celle des propagateurs. Elle permet de sommer sur les echelles, 
I'invariance par translation des decroissances obtenues etant brisee par I'echelle —1 des 
pattes externes. En effet, 

Jj- ^-(e.-v)/3 ^ -Q -Q (1.2.25) 

De la meme fagon que I'integration sur les positions des vertex du graphe est faite en 
choisissant un arbre parmi les lignes horizontales, la somme sur les attributions est faite 
en choisissant un arbre parmi les lignes verticales qui connecte les lignes (done les echelles) 
du graphe. On obtient alors 

oo 

n EI^gI ^i^r^'^^A-^^^'Vlli ^ (1.2.26) 
iei{G) ii=0 

ce qui acheve la preuve du theoreme. □ 



Remarque 3. Dans ||FMRS8^ , le theoreme |1.2.2| a ete demontre pour une tres large 



classe de modeles. En effet, pour toute theorie verifiant les hypotheses : 

1. V/eJ(G), \Q{x,y)\^K'Jjg^^d''kmecp{l)>0, 

2. la coordination des vertex est arbitraire, 

3. Wg C G, il existe £ > tel que le degre superficiel de divergence 

-u{g) =il{g) - n{g) + l)rf - 2 ^ p{l) (1.2.27) 

lex(g) 

obeisse a la borne 

u{g) ^2eN{g), (1.2.28) 



le theoreme 1.2.2 est vrai. La condition (1.2.28) est tres naturelle. Elle est notamment 



verifiee par toutes les theories renormalisables connues. Neanmoins, qualifions de renor- 
malisable un comptage de puissance qui est convergent a partir d'un nombre minimum 
de pattes externes. Ainsi un modele renormalisable en ce sens a un degre superficiel de 
convergence qui s'ecrit 

u =f{N), 3NoeN\\fN > No, f{N) > 0. (1.2.29) 



Ceci n'implique pas (|1.2.28|) . Rappelons que toute les theories renormalisables connues 



obeissent bien sur a ( |1.2.29| ) mais aussi a ( |1.2.28| ). Si toutefois nous avions affaire a un 



modele renormalisable ne verifiant que (|1.2.29| ), la borne que nous obtiendrions dependrait 
du comportement precis de f{N). Par exemple, si f{N) est seulement bornee (inferieure- 
ment) par une constante, le facteur K^^^^ dans (|1.2.8|) deviendrait I{G)\. 
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Remarque 4. Considerons le cas d'une theorie super-renormalisable comme 02- ^ partir 
de (11^201) , on a u = 2n — 2 qui, pour n ^ 2, verifie cu ^ n. On a alors 



= n n 

ueViG) ii,k)\ 

^ n n ^ ^ ' 



=n n ■ 

(i,fc) i/eV(G^) 



(1.2.30) 



i/eV(G) 



:i.2.311 



Si nous considerons les decroissances exponentielles verticales comme des ressorts verti- 
caux, nous remarquons, en comparant ( [I.2.31| ) a ( |1.2.25|) , qu'un sous-graphe d'un modele 
super-renormalisable est « attache » au sol (I'echelle 0) alors qu'un sous-graphe d'une 
theorie juste renormalisable n'est attache qu'a ses vertex externes. Cette image intuitive 



sera utile pour la renormalisation (voir section |1.3| ). 



Concluons cette section en notant que le theoreme |1.2.2| est en fait valable pour de nom- 
breuses attributions correspondant a des graphes qui ne sont pas completement conver- 
gents. En effet, le comptage de puissance ( |1.2.19| ) ne fait intervenir que les sous-graphes 
quasi-locaux. Soit un graphe G connexe, pas necessairement completement convergent. 
Qualifions de convergente une attribution telle que tons les sous-graphes a deux et quatre 
points ne soient pas quasi-locaux. Alors 



convergentes 



(1.2.32) 



Ce resultat est non trivial (la somme est non vide) uniquement si G est superficiellement 
convergent car, par definition, G est toujours quasi-local. Evidemment, pour un graphe G 
completement convergent, toutes les attributions sont convergentes et le theoreme |1.2.2 
est alors un cas particulier de (|1.2.32|). 



1.3 Amplitudes renormalisees 

L'analyse mutli-echelles nous a permis de montrer qu'un graphe sans sous-graphe 
divergent est fini mais aussi que son amplitude est uniformement bornee par K"^. Plus 
important, le comptage de puissance (|1.2.19| ) et I'equation (|1.2.32|) nous apprennent que 



les divergences ne peuvent provenir que des composantes connexes. Et c'est heureux. En 
effet, les composantes connexes sont quasi-locales. Leur extension spatiale est d'ordre 
alors que celle de leurs propagateurs externes est plutot M*^" . Du point de vue de 
I'exterieur, les composantes connexes apparaissent comme quasi-locales. Cette qualite est 
d'autant plus prononcee que la difference ig — Cg est grande ce qui est d'ailleurs I'origine 
des divergences ultraviolettes. Ainsi il n'est pas etonnant que ces divergences puissent etre 
absorbees par un contreterme (exactement) local : la « difference » entre I'amplitude d'un 
graphe quasi-local et un contreterme local est certainement convergente. Pour illustrer 
ce fait, nous revisiterons plus loin I'exemple du graphe bulle dans le cadre de l'analyse 
multi-echelles. 
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L'autre point important est que les sous-graphes quasi-locaux ont une structure en 
arbre pour la relation d'inclusion : c'est I'arbre de Gallavotti-Nicolo. Ainsi les compo- 
santes connexes divergentes (pour 04, ce sont les sous-graphes quasi-locaux a deux et 
quatre points) forment une foret. Un sous-ensemble d'un arbre est une foret qui pent 
etre aussi un arbre si le sous-ensemble contient la racine du premier arbre. Cette struc- 
ture resoud un des problemes les plus epineux de la renormalisation perturbative : les 
sous-graphes divergents a intersection non triviale (« overlapping divergences » ou diver- 
gences enchevetrees) . Tres tot, il a ete remarque qu'une renormalisation qui utilise des 
contretermes dans le lagrangien donne lieu a des contributions indicees par des forets 
BP57| , PS59| , [Hep66| , [Hep69| , |Zim69|| . Ces forets de contretermes rendent les amplitudes 



renormalisees finies. Mais, par definition, les sous-graphes enchevetres ne peuvent pas 
appartenir a une meme foret. Les sous-graphes quasi-locaux sont les seuls a devoir etre 
renormalises et sont naturellement organises en forets. Le probleme des divergences « over- 
lappantes » n'apparait done tout simplement pas en analyse multi-echelles car il n'y a pas 
besoin d'associer un contreterme a de tels graphes. 



1.3.1 Contretermes 

Nous allons maintenant illustrer sur I'exemple de la buUe la procedure d'extraction de 
la partie divergente d'un graphe, autrement dit la definition des contretermes. 

L'analyse multi-echelles a ete principalement developpee en espace x. Cela permet de 
I'utiliser pour la theorie constructive. La procedure de prise de contreterme a moments 
zero (le schema de soustraction BPHZ) se traduit en espace x par un deplacement des 
pattes externes en un meme point. Precisemment, soient xi,...,xn les points externes 
d'un graphe G. Si nous notons a(xi, . . . , ojat) la fonction test contre laquelle Ag{xi, . . . ,xn) 
est integree et t I'operateur qui met a zero les moments externes dans I'amplitude amputee 
Ag, nous avons la propriete suivante : 

Propriete 1.3.1 (Contreterme en espace x) 

j dxi...dxN {rAG){xi,...,XN)a{xi,...,XN) (1.3.1) 
= J dxi . . . dxN Ag{xi, . . . , xm) (T*a)(xi, . . . , xn) 

avec (T*a)(xi, . . .,xn) = Ylfl? jiS" • • • > 2;Ar(t)) et Xi{t) = xn + t{xi - xn)- 

Remarque 5. L'equation (|1.3.1| ) ne definit pas I'operateur t* de maniere unique. En 
effet on aurait pu remplacer xn par n'importe quel point parmi les Xi. C'est I'invariance 
par translation de Ac qui est responsable de cette ambigu'ite. 

Demonstration. On montre ici comment le second membre de ( p..3.1|) est egal au premier. 
J dxi... dxN Acixi, . . .,xn) (T*a)(xi, . . .,xn) 

D{G) ^ 

= ^—-J7j dxi...dxN AG{xi,...,XN)a{xi{t),...,XN{t))\^^Q (1.3.2) 
j=l ^- J 
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ou Xi{t) = xn + t{xi — xn). Ac etant invariante par translation, ( |1.3.2| ) devient 

D(G) 



1 d? f 

^ —-TTJ / dxi...dxN AG{xi-XN,---,0)a{xi{t),...,XN{t))\^^ 

j=l 3- J 

^^^^ 1 f H^-'^n H^k 



avec d^k = YliLi dki et k ■ x{t) = Xlili kiXi(t). L'equation (|1.3.3|) contient I'integrale 



/ dxi . . . dxN-i exp« Xi {tki — pi) = (271^^^ Y\ ^ i'tki — pi 

i=l 2=1 

Apres integration sur les Pi, z G |1, — 1|, on a 

dxi . . .dxN Ag{xi, . . .,xn) {r*a){xi, . . .,xn) 

D{G) ^ ^- ^ N 

^ J dxNJ^;^A{tki)d{ki)exp^J2k^XN 



1 

jr (TiG)(fcl, • • • , ^7V) d{ki, . . . , fcTv) 



t=Q 



j=l ^ y ' i=i 

j=l " ^ i=l 

d^'k 



t=0 



d^x {t:Ag){xi, . . . , Xn) a{xi, . . . , Xn)- □ 

Considerons done I'exemple du graphe bulle. Notons ii,i2 les indiees des propagateurs 
internes et ei,...,e4 les indices des propagateurs externes. Nous ecrirons qu'un sous- 
graphe g est dangereux pour I'attribution /i si, d'une part, il est divergent au sens 
liabituel (par exemple, s'il a deux ou quatre pattes externes dans (pf) et si, d'autre part, 
igifj,) > eg{^). Un sous-graphe de 04 est done dangereux s'il a deux ou quatre pattes 
externes et s'il est quasi-local. Dans toute la suite, nous omettrons I'etoile de I'operateur 
T*. L'amplitude du graphe est 



Ag= I dxidx2C''{xuX2)C''{x,,X2)C'^{x^,y,)C''ix^,y2)C'^'{x2,y3)C''ix2,y4) (1-3.4) 
dxidx2 C'' (xi , X2)C'^ {xi , xs) (xi , yi)C^^ (xi , 1/2) 
X {c'''{x,,ys)C-'{x,,y,) 

+ ds{x2-Xi) ■ V(C"3(xi + S(X2 -Xi),?/3)C^^(X1S(X2 -Xi),?/4))} 

=tAg + j dxidx2 C'' (xi, X2)C^2(xi, X2)C"'^ (xi, yi)C^%xi, 7/2) 

X [ ds{x2-Xi)-V{C^^{xi + s{x2-Xi),ys)C^*{xis{x2-Xi),y4)). 
Jo 
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A partir de la definition ( |1.2.1|) du propagateur dans une tranche, il est facile de montrer 
la borne suivante : 

|(X2 - xi) ■ VC'ixi + s{x2 - xi),y3) \ ^\{X2 - a;,)|M^'^3e-*=^''l"i-^^+^("^-"i)l (1.3.5) 

Pour la deuxieme inegalite, nous avons utilise la forte decroissance des propagateurs in- 
ternes. En utilisant la meme borne pour le deuxieme propagateur externe, il n'y a plus de 
dependance en s dans I'integrale et celle-ci pent etre bornee par 1. Finalement, I'amplitude 
renormalisee est bornee par 

(1 - t)Ag ^i^'M-2|*i-*2lC»(l) M-(™''^('i'*2)-"^'^^('=3,e4))_ (1.3.6) 

Supposons que la bulle soit dangereuse c'est-a-dire min(zi, ^2) > max(ei, 62, 63, 64). Consi- 
derons ii > ^2, le facteur M"^^*!"*^) vient du fait qu'a I'echelle ii, la ligne d'echelle Z2 n'ap- 
parait pas encore si bien que nous avons affaire a une fonction a six points qui converge 
quadratiquement. A I'echelle ^2, la bulle est complete et sa divergence est logarithmique. 
C'est le facteur C(l). Nous constatons ainsi que I'operation 1 — t a fourni un facteur 
supplementaire iif-(max(ri,i2)-max(e3,e4)) point important ici est qu'il permet d'effectuer 
la somme sur ^2 qui est logarithmiquement divergente dans rA. La renormalisation fournit 
assez de decroissance « verticale » pour effectuer la somme sur les attributions d'echelles. 

Revenons un instant sur le facteur ]Vf~(™'^^(*i'*2)~™^^{^3'^4)) Lorsque le graphe a renor- 
maliser est plus grand que la bulle, la distance \x2 — xi\ (la distance parcourue par les 
propagateurs deplaces) ne pent generalement etre bornee que par M~*°. De plus, le (mau- 
vais) facteur M^^^^'^^''^'^^^ n'est pas non plus representatif du cas general. En effet, nous 
ne pouvons pas choisir de deplacer les propagateurs externes les plus bas car le choix 
du vertex auquel nous les deplagons est dicte par la foret complete des contretermes. Le 
meilleur facteur qu'on puisse obtenir est done M~'^*'^~'^°) qui est inferieur a 1 si le graphe 
G est quasi-local. 

Le contreterme associe a la bulle est de la forme 

%Ag= j rfxi 0e,(xi)0ei (a;i) (a;i) 064(3^1) j dx2 ^ C*^(xi, X2)C*2(xi, X2). (1.3.7) 

ii,«2| 

L'integrale sur X2 est en fait independante de Xi grace a I'invariance par translation. Ainsi 
le contreterme est de la forme d'un vertex local (en x) multiplie par un reel positif. 
Mais ce nombre depend de I'echelle des champs au vertex a cause de la restriction sur 
la somme sur les attributions. La partie divergente de la bulle ne pent done pas etre 
absorbee dans une unique constante renormalisee mais pent I'etre dans p + 1 constantes 
effectives qui dependent d'un indice d'echelle. Pour pouvoir absorber la divergence de la 
bulle dans une unique constante renormalisee, il faudrait relacher la contrainte > gg 
et done rajouter a ( |1.3.7| ) la somme sur les attributions telles que ic ^ e^. 

Nous qualifierons d'utiles les contretermes correspondant a des sous-graphes dange- 
reux. lis sont utiles dans le sens ou ils annulent reellement une divergence. Par contre, 
nous avons vu dans la section precedente qu'aucune divergence n'est associee aux graphes 
dont au moins une patte interne est plus basse qu'une patte externe. Ainsi les contre- 
termes correspondant a de tels graphes seront qualifies d'inutiles. Pour exprimer la serie 
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perturbative en terme d'une unique constante de couplage renormalisee, nous sommes 
obliges d'extraire la partie locale des sous-graphes qui ne sont pas quasi-locaux et done 
d'inclure dans la constante nue les contretermes inutiles. 

Les contretermes inutiles sont finis car la somme sur leurs indices internes est bornee 
par I'indice d'au moins une de leurs pattes externes. Mais, dans le cas d'un graphe g a 
quatre points, cette somme logarithmique se comporte comme Cg. Si ce sous-graphe est 
insere un grand nombre de fois dans une boucle convergente, on aura 



Or nous avons vu en section |1.1.2| que la fonction a quatre points renormalisee souffre 
du probleme des renormalons c'est-a-dire des contributions en n\. Le terme de renorma- 
lon prend maintenant tout son sens car nous venons de voir que ces n! proviennent des 
contretermes inutiles. En toute rigueur, nous avons seulement constate que les contre- 
termes inutiles fournissent des contributions du type renormalons mais non que tons les 



renormalons leur sont diis. En fait, nous donnerons dans la section |1.3.3| un theoreme 
qui prouve qu'en I'absence de contretermes inutiles, les amplitudes « renormalisees utile- 
ment » n'ont pas de renormalon. 



Dans les deux sections suivantes, nous allons donner les grandes lignes de la preuve de la 
finitude des amplitudes renormalisees. Pour cela nous devons tout d'abord ecrire la formule 
de forets de Zimmermann dans le cadre de I'analyse multi-echelles. Ceci constituera le 
lemme de classification des forets. Puis nous expliquerons comment ce lemme permet 
d'une part de montrer la finitude ordre par ordre de la serie renormalisee et d'autre part 
de donner une borne sur I'amplitude des graphes renormalises. Le theoreme que nous 
montrerons sera 

Theoreme 1.3.2 (BPHZ uniforme) Soit G un graphe de (f)\, connexe, ampute. Soit 

h e L^(M^). Soit f{G) = maXforms divergentesJ^ deG card J^. Qucl QUB SOit Uq G VejG) , U 

exists K G M+ telle que V amplitude renormalisee Aq (donnee par la formule ( \1.1.28i) ) 
soit bornee par 

I n dz,h{z,,)A^{{z,},^,,)^K<''^f{G)\\\h\\r. (1.3.9) 

Nous pouvons facilement nous convaincre que le nombre d'elements d'une foret de sous- 
graphes divergents d'un graphe donne est borne par f{G) ^ n{G). 



1.3.2 La foret qui cache I'arbre 

Nous allons montrer comment organiser la somme sur les forets divergentes en fonction 
de la structure de I'arbre de Gallavotti-Nicolo. Pour simplifier les arguments, nous nous 
restreindrons aux graphes ne contenant que des sous-divergences a quatre points. Ce qui 
suit est extrait de |[Hiv91|| . 

Soit un graphe G a quatre points ou plus ne contenant que des sous-divergences a 
quatre points. Soit une attribution d'echelle /i. L'ensemble des sous-graphes quasi-locaux 
divergents forme une foret notee D^. Rappelons que pour rendre I'amplitude de G finie, il 
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est seulement necessaire d'extraire les parties divergentes de ces graphes-la. Par ailleurs, 
nous avons remarque grace a I'exemple de la bulle que la prise de partie locale d'un graphe 
decouple les lignes internes des pattes externes. Soit g C G, nous avons T^gAc = Ac/g^^Ag 
avec G/ g le graphe G ou on a reduit g k\m point. Le fait que chaque decouple g de ses 
pattes externes nous incite a redefinir une nouvelle foret qui prenne en compte cette 
factorisation. 

Prenons I'exemple de la figure |L2| . Sur la figure |1.54 nous avons attribue une echelle 
a chaque ligne de ce graphe. Considerons la foret JF = {Gi, G25 C} (voir la figure [O 



et le paragraphe au-dessus). Dans !F et avec une telle attribution, ni Gi ni G2 ne sont 
dangereux. Cependant, I'application de I'operateur deplace les lignes d'echelles 15 
et 5 au point x (voir figure |1.5b| ). Le graphe Gi ne possede alors plus que deux pattes 
externes, plus basses que ses lignes internes. Remarquons que si le sous-graphe Gi C G2 
n'avait eu aucune patte externe en commun avec les pattes externes de G2, I'application 
de n'aurait pas change la nature dangereuse ou pas de Gi. Les seuls changements 
proviennent des sous-graphes Gi C G2 qui ont des pattes externes en commun. De plus, 
il est facile de se rendre compte que si G2 est dangereux alors ne change pas non plus 
la nature de Gi. 




4 — 
(a) Un oeil multi-etages 




(b) Factorisation d'un contreterme 
Fig. L5: De foret inoffensive a foret dangereuse 



Voici comment definir une foret dangereuse qui depend d'une foret de graphes. Nous 
ecrirons qu'un sous-graphe g est compatible avec une foret si JF U {g} est une foret. 
Nous definissons egalement Bjr(g) comme I'ancetre de g dans JF U {g} et Ajr(g) comme 
les enfants de g dans JF : Ajr(g) = Uhcg,heTh. 

Nous pouvons alors definir deux sous-forets de JF correpondant aux parties dangereuses 
et inoffensives de JF. La foret inoffensive T^(JF) est le complementaire dans JF de la foret 
dangereuse -D^(JF) : 

D^{J^) ={geT: ig{T) > e,(^)} (1.3.10) 



avec Zg(JF) = mm{ii{fi) : I E g\ Ajr(g)} , (1.3.11) 
eg(JF) = max : I e Ie{g) n Bjr{g)} 

Te{g) etant I'ensemble des lignes externes de g. Cette definition generalise les indices ig 
et Cg car ig = ig{^) et eg = ec,(0). De plus, elle generalise la notion de quasi-localite au 
graphe reduit g/Ajr(^g). 

Nous verifions facilement que si Ti C T2 alors \/g G JF^, ig{J-'i) ^ ig{^2) et eg{J^i) ^ 
63(^2)- Nous avons le lemme suivant : 
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Lemme 1.3.3 

=ig{T,{r) U {g}), (1.3.12) 
e,(^) =e,(T^(.F) U {g}). (1.3.13) 

La preuve n'est pas tres compliquee a partir des definitions precedentes. Neanmoins ce 
lemme est capital car il implique T^(T^(JF)) = T^(JF) si bien que I'ensemble JF^(G) des 
forets divergentes de quadrupedes se decompose en classe d' equivalences sous Faction du 
projecteur : 

^^(G) = y {r : T^{r) = j^} . (1.3.14) 

T\T^i:F)=:F 

Les forets satisfaisant T^{J^) = T forment I'ensemble /(/i) des forets inoffensives. A partir 
d'une foret T G /(/i), on pent construire la foret maximale T U H^{J^) qui satisfait 

H^{J^) = {g C G : g compatible avec ei g E D^{J^ U {g})} ■ (1.3.15) 

Le lemme suivant caracterise alors les classes d' equivalences de J-'^{G) : 

Lemme 1.3.4 (Classification des forets) Pour toute foret T E on a 

J^UH^,{J^) ET^{G), (1.3.16) 
VJ^' e J^^{g),T^,{J^') = T dJ^' dTU H^{J^). (1.3.17) 



Nous renvoyons a [[Riv91|| pour la preuve. Le fait important est que ce lemme permet de 
recrire I'operateur de Zimmermann en factorisant un produit d'operateurs 1 — T corres- 
pondant aux graplies dangereux dans chaque foret de sous-graphes inoffensifs incluant la 
foret vide : 



1.3.3 Bornes et finitude 



Pour montrer le theoeme |1.3.2| , nous ecrivons d'abord I'amplitude renormalisee sous 
la forme 



aR 



R 



E n( 

^l\r(iI{^Ji) g^T 



n 



^H)A^G- 



(1.3.19) 
(1.3.20) 



Pour chaque foret JF, nous pouvons montrer une borne du type (|1.3.9|) puis conclure car 
le nombre de forets divergentes de quadrupedes est borne par 8"*^*^^ (voir [|dCll81| , |dCK83|| ). 



Nous appliquons tout d'abord les operateurs pour tout g E T . Ceux-ci deplacent les 
pattes externes de g et internes a Bjr(g) en un point note i^eid)- Puis nous appliquons les 
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operateurs 1 — T/, pour h G H^{J^). Cela donne lieu a des differences de propagateurs que 



nous evaluons par un developpement de Taylor semblable a I'equation (|1.3.4| ). Remarquons 
que la ligne qu'on deplace doit se trouver dans Xe(/i) fl Bjr{h) car les lignes externes 
communes kh ei Bjr{h) ont ete deplacees en un meme point apres I'operateur "XBjr{h)- Le 
produit des 1 — T/^ se factorise en 

n n (1-^^) (1-3-21) 

gG.FU{G} h<^H^,{J^)\Bjr{h)=g 

et chaque produit d'operateurs agit uniquement sur g/Ajr[g). Ainsi les differences de 
propagateurs rapportent au moins M^^^-'^^~^^^-'^\ Puis, comme dans le cas de la bulle, nous 
bornons les propagateurs interpoles par une borne du type ( |1.2.3|) . Les integrales sur les 
parametres d'interpolation sont alors bornees par 1. 

L'integrande est alors pret pour I'integration sur les vertex internes. II faut garder 
a I'esprit le fait que I'amplitude de G est factorisee dans les g/Ajr(g), g ^ J^, apres 
application des operateurs t. Pour integrer les vertex internes de G, nous choisissions un 
arbre T dont la restriction a g/Ajr(^g) est un arbre generateur Tg de g/Ajr(^g). Ce choix 
est possible, comme dans le cas de I'arbre de Gallavotti-Nicolo, car TU {G} est un arbre. 
Puis nous demandons que pour tout g E J-',Tg soit sous-arbre dans toutes les composantes 
connexes {g/A:f{g))l. 

L'integration sur les vertex internes produit 

Y[ Y[ M-''^^3/'^^^3))l) (1.3.22) 



OU u est donne par I'equation ( p.. 2. 20]) a -D = 4. En ajoutant les facteurs de decroissance 



verticale obtenus grace aux operateurs 1 — T/,, on obtient 

fj-lJ^eiM geJ^u{G} {i,k) 

ou 

J{{g/Ar{g)t) =max{l,.;((VA^(^7))y} (1-3.24) 

sauf si (7 G et {g / Ajr{^g))\ = g/Ajri^g) auquel cas 

uj\{g/A:,{g))];) =u{{g/Ar{g))]:) = 0. (1.3.25) 

Soit Vax(/^) I'indice le plus haut de I'attribution /i. A partir d'une fraction de la 
decroissance verticale ( |1.3.23| ), nous pouvons extraire M"^*™^''. Puis en fixant un indice 
de g/Ajr(^g)^ on somme sur les echelles des h G H^{J^) : 

W i^"(5M^(9)) (1.3.26) 

g&TVJ{G} 

Puis la somme logarithmique sur les echelles des sous-graphes inoffensifs est certainement 
bornee par Vax(Ai)- Enfin la somme sur Vax(/u) donne 

Xl(Vax)'''"^^M-'^*-- ^(cardj^)!if"^=^^^ (1.3.27) 
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ce qui prouve le theoreme |1.3.2| . Encore une fois, la preuve montre un peu plus. Si on 
considere I'operateur de Taylor restreint aux graphes dangereux c'est-a-dire JF = et 
sachant que H^{^) = D^, on a 

Theoreme 1.3.5 (Renormalisation utile) 

Ce dernier theoreme montre que les renormalons sont bien dus uniquement aux contre- 
termes inutiles. 



Pour demontrer le theoreme |1.3.2| en toute generalite c'est-a-dire avec les sous-graphes 
a deux points, il faudrait utiliser le formalisme des graphes 1-particule irreductible. Sinon, 
on aurait affaire a des graphes dont le cardinal des forets divergentes atteindrait 3n/2 ce 
qui empecherait d'obtenir un rayon de convergence fini dans le plan de Borel. 



1.4 La serie effective 

Pour definir une theorie des champs, au sens mathematique du terme, par exemple 
par I'intermediaire de sa fonction de partition, il est necessaire d'utiliser des methodes 
perturbatives. Ces techniques sont egalement un bon moyen de calculer des grandeurs 



physiques. Le point de depart est la serie nue (|1.1.8|) . Sachant que Ton souhaite prendre 
la limite k — > 0, cette serie n'est clairement pas le bon objet a considerer. Les methodes 
de renormalisation perturbative du type BPHZ permettent de reorganiser la serie nue en 
une serie entiere en une constante renormalisee X^. La serie renormalisee est finie ordre 
par ordre en Xr. Neanmoins, elle n'est pas sommable a cause du probleme des renorma- 
lons. C'est la definition meme de la serie renormalisee qui cree ces contributions d'ordre 
n\ rendant le rayon de convergence de la serie nul. Pour les theories asymptotiquement 
libres, la serie pent etre Borel sommable mais pour les autres, telles que ce n'est a 
priori pas le cas. Ces problemes de resommation sont importants pour definir le modele 
au-dela de la perturbation, notamment en regime de couplage fort. 

Nous avons constate, dans la section precedente, que les renormalons sont uniquement 
dus aux contretermes inutiles. En effet, I'analyse multi-echelles nous apprend que seuls les 
graphes quasi-locaux, c'est-a-dire ceux dont toutes les lignes internes sont « au-dessus » 
de toutes leurs pattes externes, conduisent a des divergences. Les contretermes associes 
a ces graphes sont dits utiles. Les autres, non seulement ne servent pas a annuler une 
divergence mais encore creent les renormalons. Pour obtenir une serie finie ordre par 
ordre sans renormalon, nous sommes amenes a ne pas introduire de contretermes inutiles. 

Nous avons vu, avec I'exemple du graphe bulle, que les contretermes utiles dependent 
de I'echelle de la plus haute patte externe (voir equation (|1.3.7|) ). En effet, un contre- 



terme est utile s'il correspond a la partie locale d'un graphe g quasi-local c'est-a-dire dont 
I'attribution fi{g) est telle que ig > eg. La somme sur n{g) est alors contrainte par cette 
condition de quasi-localite. Ainsi, il n'est pas possible d'absorber les contretermes utiles 
dans la redefinition d'une unique constante de couplage renormalisee. II est necessaire 
d'introduire une infinite de constantes de couplage, indicees par I'echelle de la plus haute 
patte du vertex correspondant. Ces constantes sont intimement reliees a la philosophic du 
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groupe de renormalisation a la Wilson. La constante effective Aj a Teclielle i correspond 
a la partie locale des graphes a quatre points quasi-locaux dont toutes les lignes internes 
ont un indice superieur ou egal a i + 1. Or le « decoupage » de la theorie en tranches de 
moments induit une decomposition de I'integrale fonctionnelle par la factorisation de la 
mesure gaussienne (voir equation (|1.2.2| )) : pour tout ^ i ^ p, I'integration sur le champ 
0* cree les propagateurs d'echelle i. Si nous integrons tons les champs de p a i + 1, 
nous obtenons une theorie « effective » dont la constante de couplage est Aj. 

Pour resumer et preparer le lecteur au formalisme qui suit, nous pouvons ecrire que 
la serie effective est obtenue a partir de la serie nue en developpant certaines constantes 
nues en termes des constantes effectives et des contretermes utiles. De meme, en extrayant 
les contretermes inutiles des constantes effectives, on a la serie renormalisee. Ainsi nous 
avons : 

constante nue =constantes effectives + contretermes utiles (1.4.1a) 
constante renormalisee =constantes effectives — contretermes inutiles (1.4.1b) 



ce qui est compatible avec la definition habituelle ( |1.1.25| ) : 



constante nue =constante renormalisee + tous les contretermes. (1.4.1c) 

Ainsi de la meme fagon qu'on definit la constante renormalisee comme une serie formelle 
en la constante nue, nous allons donner les constantes effectives en termes de la constante 
nue. Encore une fois, nous nous restreindrons aux graphes sans sous-graphe a deux points. 
Toute fonction de Schwinger connexe a N points pent s'exprimer comme une serie formelle 
en la constante nue : 

C'n=T. E (-^p)"^''^^G,. (1.4.2) 
G Me[o,pF(G) 

ou la somme sur G est restreinte aux graphes connexes a points sans sous-graphes a 
deux points. Nous allons demontrer le theoreme suivant concernant I'existence de la serie 
effective : 

Theoreme 1.4.1 (Serie efFective) // existe p + 1 series formelles en Xp = A^, appelees 
Xp_i, . . . , A'^^, telles que la serie formelle ( |1.4.2| ) s'exprime comme 

G\N{G)=4 ^eJo,pf (G) u£V{G) 

n (i-'^^o^G,. (1.4.4) 

oil I'exposant p dans les constantes de couplage rappelle que la theorie est definie avec une 
coupure p, oil e^(/i) est defini en ( |1.2.22| ) et Dp{G) est la foret des sous-graphes quasi- 



locaux ci quatre pattes externes de G. Les constantes effectives obeissent a la definition 
recursive : 

-K = -K^.+ E E n (-^e.(.)) n i^-^^)^HAn,, (1.4.5) 

H\N{H)=i fi{H)\ u&V(H) heD^{H) 
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L'equation ( |1.4.5| ) definit (par substitutions repetees) chaque constante effective comme 
une serie formelle en Xp. Cette recurrence s'arrete a A_i car c'est la derniere constante 
pour laquelle la somme sur les graphes H est non vide. Si nous appliquons la formule 



(|1.4.3|) a la fonction connexe a quatre points et prenons sa partie locale, tons les termes 



sont nuls sauf le graphe trivial forme d'un seul vertex. Ses quatre pattes externes sont, par 
definition, d'echelle —1 si bien que la constante de couplage associee est A_i. Celle-ci est 
done la partie locale, ou a moments externes nuls, de la fonction a quatre points connexe 
et pent ainsi etre identifiee a la constante de couplage renormalisee. 



Demonstration. La preuve du theoreme 1.4.1 s'effectue par recurrence. Nous allons mon- 



trer que si nous ne renormalisons utilement une fonction connexe que jusqu'a I'echelle i, 
nous obtenons une serie intermediaire qui est 

G\N{G)=4 ^iGlO.pftG) ueV{G) 

^= n (1-4.7) 

D\{G)={h(iD^{G):iu>i}- (1.4.8) 



L'hypotliese de recurrence est clairement verifiee a i = p ou (|1.4.6|) se reduit a (|1.4.2|) . Si 



nous prouvons le passage de i + 1 a i, le theoreme sera demontre dans la mesure ou, pour 
i = — 1, ( |1.4.6|) devient ( |1.4.3| ). Supposons done vraie I'hypothese de recurrence a I'echelle 



z + 1. Nous allons la demontrer a I'echelle % en ajoutant et soustrayant les contretermes qui 
permettent de passer de ^g^'*^^ a v4^^'' 
B. a quatre pattes verifiant z// = z + 1. 



permettent de passer de ^g^'*^^ a ^4^^'*. Ceux-ci correspondent aux graphes quasi-locaux 



E n (-^max(m,e.(.))) H ^^-^^)^0,, (1.4.9) 

= E n (-<ax(m,e.(.))) n (i-'^'^) n (i-'^/.+^^mg,. 

G,m(G) !.6V(G) fteD;+i(G) HeDl^{G)\Dl+\h) 

= E n (-<ax(m,e.(.))) n (i-^'^) 

G,m(G) i/eV(G) heD'+\G) 
P&{Di{G)\D]+\G)) ^^P H'eZp 



Pour un ensemble denombrable A, nous avons note ¥{A) I'ensemble des parties de A. Les 
sous-graphes H' G Cp sont regularises. Par contre, les G p ne le sont pas. Neanmoins, 
les operateurs « detachent » le sous-graphe H de G et, en notant G/p \e graphe G 
reduit par tons les graphes de pQ, nous avons 

n ''hAg,^. = ( n -^hAh^Ag/p,^' (1.4.10) 
Hep H£p 



''Cette projection est possible car les elements de p sont disjoints. 
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ou ijl' est simplement la restriction de I'attribution /i aux lignes de G/p. Les parties locales 
des sous-graphes H vont etre absorbees dans une redefinition des constantes effectives. 
Pour cela, nous regroupons les graphes G tels que G/p soit un graphe fixe : 



G/p=G' 

^W^H n " T^jfO^G, 
Hdp H'eGp 



(1.4.11) 



Les graphes G verifiant G/p = G", sont obtenus a partir de G' en remplagant chaque 
vertex u G V(G') | ey{jj!) ^ i par un graphe H \ in = i + ^ (voir figure |1.6| ). Aucun des ces 
graphes ne pent contenir d'autres graphes quasi-locaux dont I'indice minimum est i + 1. 
Ainsi chaque H E p correspond a un vertex, et un seul, de G'. En remarquant que 




Fig. 1.6: Projection des sous-graphes dangereux 



u-«= n 



H£p 



n (-K 



(1.4.12) 



n n ( 

i^eV(G) !^eV{G')| i/eV(G')| iy'&V{H^) 

e^{p')>i e,j(p,')^i 

(1.4.13) 
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n (1-^^)= n n ^^-^^^^ n (i-^^) (i-4-i4) 

heDi+\G) !^eV(G')| heDi+\H^) heD'+\G') 

et J](l-T^,)= n (l-^i^O, (1-4.15) 

H'&Zp H'eD'^,{G')\D'+\G') 

la serie effective se recrit comme 



n (-^u«,e.„.))) n ( E n (-^; 



max(i+l,e^/ (/i))^ 



X n (i-'t^))'^//.^^. > n (i-^/.)^G',M'- (1-4.16) 

La somme sur les graphes H,^ commence par le graphe trivial forme d'un unique vertex 
dont toutes les pattes externes sont plus basses que i. La constante de couplage associee 
est done — Af^_^. Ainsi la somme sur H^, est egale au membre de droite de I'equation ( |1.4.5 



et I'equation (|1.4.16| ) est egale a ( p. .4.61) . □ 



Pour que la serie effective soit utile, il faut pouvoir prendre la limite p ^ oo. Nous 
allons donner un exemple illustrant le fait que la limite p ^ cxd de n'importe quelle 
constante Af existe en tant que serie en A_i. Tout d'abord, remarquons qu'il existe une 
definition non recursive des constantes effectives : 



-K = -Xp+ Yl (-Ap)"^''^'^hAh, (1.4.17) 

H,f,{H)\ 

-A„i = - A, + V(-A,)"(^)thAh (1.4.18) 



ou, a chaque fois, la somme sur H est restreinte aux graphes connexes a quatre points. 
Pour exprimer Aj en fonction de A_i, il faut inverser (|1.4.18|) et substituer Ap en tant que 
serie formelle en A_i dans ( |1.4.17|) . A I'ordre 2 en A_i, on a 



iiJ2 mm(ji,i2)>«+l 




-A.i-A^ Yl J<+0{Xt,). (1.4.19) 



mm{ji,j2)<i+l 



Si jl = j2, la somme sur ji est logarithmiquement divergente mais bornee par i. Si ji ^ j2, 
la somme sur max (71,^2) est convergente car, jusqu'a min(ji, j^), on a affaire a une fonc- 
tion a six points. Puis la somme sur min(ji,j2) est logarithmiquement divergente mais 
bornee par i. Ainsi, a I'ordre 2, la limite p — ^ 00, a i fixe, existe. En fait, I'argument 
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se generalise a tous les ordres. On obtient, pour Aj, la somme de tons les graplies dont 
I'indice minimum est inferieur on egal a i plus la somme de toutes les forets inutiles. Ainsi 
la multi-serie effective, entre les series nue et renormalisee, pas tout a fait a mi-chemin 
cependant, est finie ordre par ordre, ne presente aucun renormalon et ne fait pas inter- 
venir les forets de Zimmermann. C'est done certainement la bonne serie a considerer. 
Par exemple, le modele de Gross-Neveu commutatif, asymptotiquement fibre, est Borel 
sommable en tant que serie renormalisee mais, en tant que multi-serie effective, est som- 
mable (le rayon de convergence de chaque serie en Aj est fini) ||Riv91|| . De plus, les idees 



qui sous-tendent la definition de cette serie sont les memes que celles du groupe de renor- 
malisation de Wilson. La serie effective semble done en etre la formulation la plus adaptee. 

Remarquons enfin que la definition recursive ( |1.4.5| ) des constantes effectives engendre 



un flot discret de la constante de couplage. Par exemple, I'equation ( [1.4.191) donne, a des 
constantes positives pres, 

-A, = - A_i - z\\ ^ . (1.4.20) 

A la limite i — *• p, i se comporte comme le logarithme de la coupure et nous retrouvons 
I'equation ( |1.1.15| ). 



Remarque 6. Dans les chapitres | et nous ne prouverons pas explicitement les theo- 
remes BPHZ pour les modeles $4 et Gross-Neveu non commutatifs. Nous demontrerons 
I'existence et la finitude ordre par ordre de la serie effective. Pour retrouver la serie renor- 
malisee, il faut exprimer les constantes effectives en terme de la constante renormalisee. 
Cette operation, standard, fait apparaitre les contretermes inutiles. La finitude, ordre par 
ordre, de la serie renormalisee est alors verifiee grace a la classification des forets. 
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Chapitre 2 

Dans la base matricielle 



La difficulte n'est pas de comprendre les idees nouvelles, 
elle est d'echapper aux idees anciennes qui ont pousse leurs 
ramifications dans tons les recoins de I'esprit. 

Keynes 



Dans ce chapitre, nous allons enoncer et commenter les resultats que nous avons ob- 
tenus dans la base matricielle. II existe une base de fonctions sur ou le produit de 
Moyal devient un produit matriciel ordinaire (voir section |2.1.1| ). Cette base permet done 
d'exprimer une theorie des champs sur un espace de Moyal comme un modele de ma- 
trices dynamiques (voir section La preuve originale de la renormalisabilite de $^ a 
ete obtenue dans cette base par H. Grosse et R. Wulkenhaar ||GW05b| , |GW03| , |GW05a 



Un des avantages de cette base est qu'elle rend I'interaction tres simple et elimine les 
difficultes liees aux oscillations. Malheureusement le propagateur devient tres complique. 
C'est justement une etude approfondie de differents propagateurs dans la base matricielle 
que nous avons effectuee dans [pRVT06|] . Cette etude fournit toutes les bornes necessaires 
pour calculer le comptage de puissance de diverses theories non commutatives : LSZ 



(modifie ou non), Gross-Neveu. Par ailleurs, dans [[RVTW06|| , nous avons adapte les me- 
thodes d'analyse multi-echelles a la base matricielle et redemontre ainsi le comptage de 
puissance de de maniere plus simple et plus efficace que dans la preuve originale. 
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2.1 L'algebre de Moyal 

Nous commengons par definir l'algebre de Moyal. Ce qui suit est principalement base 



sur 



GBV88 



2.1.1 Definitions et proprietes 

L'algebre «4® L'algebre de Moyal est I'espace vectoriel des fonctions lisses a decrois- 
sances rapides S{R^) muni du produit non commutatif defini par : '^f,g G Sd = S(M.^), 

{f^e9){x)=f -^d^yf{x + \Q-k)g{x + y)e^'-y (2.1.1) 
J^D [2tt)^ 

f d^yd'^z f{x + y)g{x + z)e-^'y^''' (2.1.2) 



TT^ Idete 



ou 6 est une matrice anti-symetrique non degeneree de dimension D (ce qui implique 
D = 2N). Cette algebre joue le role des « fonctions sur I'espace de Moyal ». Dans la 
suite nous ecrirons souvent f -kg an lieu de f-k^g et utiliserons les notations et definitions 
suivantes :\/f,g gSd, Vj G |l,2Arl, 

{fi^f)ix)=x^fix), d,f = ^, d'f='^e'%, (2.1.3) 



if, 9) = j f{x)g{x)dx, dx = {2nr'd'''x. (2.1.4) 

Nous ecrirons 

(^/)(x) = [ f{t)e-''^dt (2.1.5) 



pour la transformation de Fourier et 

{fo9){x) = J f{x-t)g{t)e^^^^~''dt (2.1.6) 
pour la convolution twistee. 

Proposition 2.1.1 Si f,g E Sd alors f -k g E So, {f,g) ^ f 9 est bilineaire continue 
et 

dj{f*9)=d,f^g + f^d,g, (2.1.7) 
t^'if *9)=f^ t^'9 + id^f kg = ft^f^g-zfk d^g. (2.1.8) 

Demonstration. La regie de Leibniz (|2.1.7|) s'obtient en derivant (|2.1.2|) sous I'integrale et 
(I2.1.8D est un calcul direct egalement a partir de ( p.l.2|) . En appliquant (|2.1.7l ) et ( |2.1.8|) 



a (|2.1.2| ), on prouve que f -k g E So- 

Soit a = («!,..., a2Ar) G N^^, nous ecrirons 9" = ■ ■ ■ d'i^'^ et definissons de la 
meme fagon /i" et . Alors 

^-d\f^g)=Y,Y.^-^t\t) (2.1.9) 
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De (|2T^ ), nous obtenons ||/*^||oo ^ i^||/||i||^||i oil K = {n^ |dete|)-^ Or la topologie 



de Sf) etant donnee par les seminormes Pq,^(/) = ||/i"9'''||oo ou Qa-yif) = \\f^"'d'^\\i, la borne 

^K'Y,Y.(^) (Aqo.-p,,-e{f)qo,n+e{9) (2.1.10) 

f3^a e<7 



OU T] tient compte de I'inversion de la troisieme relation de ( |2.1.3|) , montre que (/, g) ^ f-kg 



est jointement continue pour la topologie de S^. □ 
Tout comme sur M^, la transformation de Fourier echange le produit et la convolution : 

^U^g)='^U)o^{g) (2.1.11) 

^(/o(7)=^(/)*^((7). (2.1.12) 
On montre aussi que le produit de Moyal et la convolution twistee sont associatifs : 

((/ 09)0 h){x) = f f{x-t- s)(7(s)/i(t)e'<"®"'*+("-*)®"'^)rfs dt (2.1.13) 
--{fo{goh)){x). (2.1.14) 



En appliquant (|2.1.12|) , on a I'associativite du T*r-produit. La conjugaison complexe est une 



involution dans A, 







f^e9=g^ef- (2.1.15) 

On a egalement 

f^e9=9^~ef. (2.1.16) 

Proposition 2.1.2 (Trace) Pour tons f,g E Sd, 

dx{f^g){x) = [ dxf{x)g{x) = ! dx{g^f){x) (2.1.17) 



Demonstration. 



j dx{fkg){x) =^(/^^7)(0) = (^/o^^?)(0) (2.1.18) 
^fi-t)^git)dt = i^f * ^gm = ^{fgm 
f{x)g{x)dx 

ou * est la convolution ordinaire. □ 



Dans les chapitres suivants, nous aurons besoin du lemme |2.1.3| pour calculer les termes 



d'interaction des modeles $4 et Gross-Neveu. Nous ecrirons x Ay = 2x6 ^y. 
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Lemme 2.1.3 Pour tout j G |1, 2n + 1|, soit fj G ^e- Alors 

^ » 2n+l 2n+l 

(/i *e ■ ■ ■ /2n+i) (a;) = ^j) ^^^q / H -^(^ " 5Z ("^^ 



(2.1.20) 



Vp G N, (^p = J] A xj. (2.1.21) 

i<j=i 

La demonstration est une simple recurrence. 

Corollaire 2.1.4 Pour tout j G |1, 2n + 1], soit fj G ^e- Alors 



^ „ 2n 2n 

(/i ■ ■ ■ /2„,) (x) =^^u^ / n^^^/i(^j) ^ ( 



(2.1.22) 



. 2n+l 



(/i *e ■ ■ ■ /2n+i) (x) = ^^^^^Q / n dxjfjixj) e'^'^^+S (2.1.23) 

i=i 

p 

Vp G N, = (-l)^+^+^Xi A Xj. (2.1.24) 



i<i=i 

La cyclicite du produit, heritee de la proposition |2.1.2| implique : V/, g,h G Sd, 

{f^g,h)={f,g^h) = {g,h^f) (2.1.25) 

et nous permet d'etendre par dualite I'algebre de Moyal en une algebre de distributions 
temperees. 

Extension par dualite Considerons d'abord le produit d'une distribution temperee 
par une fonction de Schwartz. Pour T E S'j^ et h E Sd, nous definissons (T, h) =T{h) et 
{T\h) = (Tj). 

Definition 2.1.1 Pour T G 5^, f,h E Sd, nous definissons T -k f et par 

{Tkf,h) ={T,f^h), (2.1.26) 
{fkT,h) ={T,hkf). (2.1.27) 

La continuite du T*r-produit implique que les membres de droite sont continus (et lineaires) 
en h. Ainsi T -k f et f *T sont continues (comme composees d'applications continues) et 
lineaires en h done appartiennent a iS^. Par exemple, I'identite 1 en tant qu'element de 
S'jj est I'element neutre pour le ^-produit : V/, h E Sd, 

(l*/,/i)=(l,/*/i) (2.1.28) 
[f -k h){x)dx = I f{x)h{x)dx 



-{f,h). 
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Nous pouvons maintenant definir I'espace vectoriel A4 comme intersection de deux sous- 
espaces A4l et J^r de S'^. 

Definition 2.1.2 (Algebre des multiplicateurs) 

Ml={S eS'o-.^/f eSd, S^f eSd}, (2.1.29) 
MR = {ReS'j,:yf eSo, f^Re Sd} , (2.1.30) 
M =MLnMR. (2.1.31) 

Nous allons montrer que A4 est une *-algebre associative. Commengons par definir le 
produit dans S'jj d'un element de S'^ par un element de M.l ou J^r : 

Definition 2.1.3 Pour T e S'^j, S e Ml et R e Mr, 

{Ti. S,h) ={T,Si.h), (2.1.32) 
{Ri<T,h) ={T,hi.R). (2.1.33) 



Les membres de droite sont continus en h (voir definition |2.1.1| ) . Comme S -k h et h-k R 
sont dans So, T-kS et R-kT sont des elements de S'^ {S'^ est un Al-bimodule). Puis nous 
montrons que M est une algebre : 

Proposition 2.1.5 Pour R, S e M, Ri< S e M. 

Demonstration. Nous commengons par demontrer un lemme d'associativite : 

Lemme 2.1.6 Pour S e Ml et f,g e Sd, on a S {f g) = {Sk f)-kg. 

En effet, {S k [f k g) , h) = {S, f k (g-k h)) = {{S k f) k g,h) avec h G So et ou on a utilise 
I'associativite du ^-produit dans Sd- 

Soient R,SeMetf,he Sd, 



{{Ri.S)kf,h)={Ri.S,fi.h) (definition |XT|) (2.1.34) 



= {R,Sk{fi.h)) = {R,{Skf)i.h) (lemme |T6|) 
= {R*iS^f),h). 

Si^f e Sd car S e M done R-kS-kf G Sd et R-k S G M (la verification de f-kR-kS G M 
est similaire). □ 

Pour montrer que M est associative, nous avons besoin du lemme intermediaire sui- 
vant : 

Lemme 2.1.7 Pour S,T E M et f,heSD, {Ri^ S) k f = Ri. {S f) et f k{RkS) = 
U^R)^S. 



La demonstration est completement similaire a celle du lemme |2.1.6| . L'associativite du 
produit dans M suit : Vi?, S,T e M, \/h e Sd, 

{{R i.S)i.T, h) ={T,h^{R^ S)) = {T, (/i * i?) * S) (2.1.35) 
= {S^T,h^R) = {R^{Si.T),h). 
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De plus, I'algebre Ai est munie d'une involution lieritee de la conjugaison complexe dans 
Sd ■.yR,S e M et h e Sd, 

{{Ri.S)*,h) ={R^S,h) = {R,Si.h) (2.1.36) 
= {R*,hi.S*) = {S*i.R*,h) 



car {{S^fr,h) ={S^f,h) = {SJ^h) (2.1.37) 
= {S\h^J) = {f^S\h). (2.1.38) 

En conclusion, 7W est une *-algebre associative. Elle contient, entre autres, I'identitie, 
les polynomes, la distribution 6 et toutes ses derivees. Ainsi la relation 

[a;/^,^'^] =^e'^^ (2.1.39) 

souvent donnee comme definition de I'espace de Moyal, est valable dans M. (mais pas 
dans ^e)- 



2.1.2 La base matricielle 



Ce qui suit est base principalement sur |PBV88| , pay05a| , [Wul04|| . L'algebre possede 
une base naturelle constituee des fonctions propres fmn, m,n E N^/^ de rhamiltonien de 
Landau. Nous utiliserons la notation multi-indicielle 



m=(mi,...,mD/2) G 

D/2 



\m\ 



E 

i=l 
D/2 

n 



, def" 

m! = I I m,!. 



1=1 



Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons une matrice 6 donnee par 

/5 ... 0\ 
5 ... 



e = ^ 



-1 

1 



\0 ... sj 



Soient Hi = ^(xg^^i + x^i) pour I = 1, . . . , ^ et H = Yld=i ^i- La gaussienne 



(2.1.40) 
(2.1.41) 

(2.1.42) 



(2.1.43) 



(2.1.44) 



est idempotente| dans : /oo * /oo = /oo- Nous definissons les fonctions de creation et 
d'annihilation 



ai ^y|*^^2/-l + ^^2/), ai = -^{X2l-l - lX2l) 



(2.1.45) 



^Quelle que soit AI £ Md{^) definie positive, e 2^*-'^ est idempotente dans A. 
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qui satisfont 

[au av] = [ai, a;/] = 0, [a/, a//] = 96u>. (2.1.46) 
Les fonctions fmn, definies par 

fmnix) = \ a*^ ^ foo * a*^, (2.1.47) 

diagonalisent I'hamiltonien H : 

Hi -k frnn =0{mi + ^)/„„, f^n Hi = 9{ni + ^)fmn- (2.1.48) 

Elles diagonalisent egalement Thamiltonien de Landau = |(p ± x)^ (ou x = 26"^x) 
ce qui est a I'origine de plusieurs solutions exactes de theories des champs sur espace de 
phases non commutatif ||Lan03| , [LSZ03| , |LSZ04|| . De plus, elles constituent une base de ^9. 



Plus precisement, la decomposition 

Ae^ a{x) ='^amnfmn{x) (2.1.49) 



definit un isomorphisme d'algebre de Frechet entre Ae et l'algebre des suites doublement 
indicees {amn} a decroissances rapides : 

/ \ 1/2 

^keN,n{a) = lj2{m + ^){n + ^)\amnn < oo. (2.1.50) 

\ 771, n / 

Dans la suite, nous aurons besoin de quelques proprietes des fonctions fmn ainsi que 
certaines identites. A partir de la definition ( p.l.47| ), fmn = fnm- Quelle que soit / G ^e, 
on a 



9 df 9 df 

{ai -k f){x) =ai{x)f{x) + 2^(^)' '^')(^) =Mx)fi^) - 2^*^^ 



{di^f){x) =di{x)f{x) - ^^(a;), {f^di){x) =di{x)f{x) + ^^(x) (2.1.51) 

ou ^ = 75(52^-1 - td2i) et 4 = j^{d2i-i + td2i). Qa implique dr^^ * /oo = 2-'a;"Voo, 
/oo^ap =2"'a"'/oo et 



ai * ai*"" ^ /( 



00 



mi9{ai*^"^^ ^) k /oo) pour nii ^ 1 
pour nil = 0, 



U pour ni = 
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On en deduit 



(7,7 fxl f ( tA = 


- ((a,^ f)(x) 
2 vv"! J J J 


+ if 


•k ai)(x)) 




di{x)f{x) = 


^ ((n ^ f\(rr\ 


+ u 


•k ai)[x)) , 






1 n , _|_ n , 1 

I"; ' ^l) 1 








X2l = 


y= (a; - ««) > 








dj = 




- di) 


+ {ai - di) 


^/} 


d2f = 




+ ai) 


- {di + ai) 





(2.1.53) 



(2.1.54) 



(2.1.55) 



II vient de ( p.l.52| ) et de I'idempotence de /oo 

{fmn ^ fkl){x) = Snkfml{x). (2.1.56) 

Le point important est que la multiplication (|2.1.56| ) identifie le ^-produit avec le produit 
de matrices ordinaire : 



'^('^) ^ ^ ^mnfmnij^^i &(x) ^ ^ ^mnfmni^'^^ 

m,n=0 m,n=0 
oo oo 

'kh){x)= ^ {ah)mnfmn{x), {ah)mn = ^ amkhkn- (2.1.57) 



m,n=0 fc=0 



Finalement, en utilisant la propriete de trace de I'integrale et (|2.1.52|) on a 



d^x Unix) = , , I d^x (a*"" -k /oo -k /oo -k a*") (x) 



\/m\n\ 6''"+" 

5mn y ci''a;/oo(x) = (27r^)^/2<5„„ . (2.1.58) 



2.2 Un modele de matrices dynamiques 

Comme nous I'avons mentionne dans I'introduction de cette these, il ne suffit pas de 
remplacer le produit point a point par le produit de Moyal pour generaliser une theorie 
des champs commutative en une theorie non commutative. Le modele que Ton obtien- 
drait serait non renormalisable a cause du phenomene de melange UV/IR. Heureusement 
H. Grosse et R. Wulkenhaar ont decouvert le moyen de modifier Taction de la theorie 
(non commutative) 0^ naive pour la rendre renormalisable. Le bon modele a considerer 
est done 

S\^\= J d^x(^-^d^(j)^d^'(j) + ^{x,(j))k{x^(t>) + ^fil(j)k(f) + ^(j)k(f)k(j)^(j)^ (2.2.1) 

avec x^ = 2(0~^x)^. Nous nous placerons toujours dans le cas euclidien. La metrique 
employee est done g^i^ = 6^^. 
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2.2.1 De I'espace direct a la base matricielle 



En utilisant la decomposition (|2 .1.491) et les identites (|2.1.54|) a ( p.l.58|) , nous pouvons 



exprimer Taction dans la base matricielle : 

S[(j)] ={27Tf^^Vd^(^^(j)A(f) + ^ Tr 0^) (2.2.2) 
oil (j) = (j)mn, m,n E N^/^ et 

D/2 2 

Amn,M = X] (/^O + Q^^i + ^1 + l))^mi^nfc (2.2.3) 
i=l 

- -(1 -fi2)(V(m, + l)(n, + l)5 

mi+l,li 



La matrice A (quadri-dimensionnelle) represente la partie quadratique du lagrangien. 
La premiere difficulte pour etudier le modele de matrices (p.2.2|) est le calcul de son 
propagateur G defini comme I'inverse de la matrice A : 

^ ^ ^mnyrsCr sr]kl ^ ^ CrYnn]rsAsr;kl ^rril^nk- (2.2.4) 

Inverser une matrice quadri-dimensionnelle n'est pas chose facile. Heureusement la forme 
p.l.43| ) de la matrice 9 implique I'invariance de Taction sous 5*0(2)^/^. II en resulte une 



loi de conservation se traduisant dans les indices de matrices par 

A^„,M =0 ^ m + A;7^n + /. (2.2.5) 

Nous avons evidemment la meme contrainte sur les indices du propagateur. La matrice 
A est done (seulement) tri-dimensionnelle et il faut done inverser une infinite de matrices 
bi-dimensionnelles parametrees par Tun des indices de Amn;fc/ = Am,m+h;i+h,i = ^^m-i- 
L'inversion fait intervenir les polynomes de Meixner. Le resultat est 

_ 9 (l-a)w+(f-i) ^ 

Gm,m+h;l+h,l = ^ da o I I <^m»,m»+/i-i»+/x=,Z'" (2.2.6) 

Jo (1 + Ca)^ f=i 

/ r^ \ mm(m,0 , /i , ON \ m+l-2u 

n=max(0,— fi) ^ 

ou A{m,l,h,u) = v/L'!j(r;)Gi)C-3 C est une fonction de Q : C{n) = M!. 
Nous avons deja mentionne que le principal avantage de la base matricielle est qu'elle per- 



met d'eviter Texploitation, souvent difficile, des oscillations ( p.l.22| ) dans Tinteraction. En 
effet, dans cette base, 0*^ devient Tr0^. Cependant la contrepartie a cette simplification 
est la complexite du propagateur. II suffit de comparer (p^ + /Xq)"^ a (|2.2.6|) . 

Soit Z[J] la fonction de partition du modele : 

Z[J]=f n #a;,exp-(5[0] + (27r)^/2v/d^5^</.^„J„™). (2.2.7) 
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Pour demontrer la renormalisabilite perturbative de Grosse et Wulkenhaar ont utilise 
la methode de Polchinski (voir [pal99|l ). Cela consiste a utiliser une equation differentielle 
reliant les amplitudes du modele. Grace a cette equation, on pent demontrer, de maniere 
inductive, des bornes sur les amplitudes. Voici schematiquement comment on obtient cette 
equation. Tout d'abord, nous savons que les amplitudes nues divergent. Nous devons done 
intoduire une regularisation| caracterisee par une coupure A. Puis nous autorisons les 
differentes constantes du modele a dependre de I'echelle arbitraire A de telle sorte que 
■Z'[J, A] soit en fait independant de A. L'equation de Polchinski est 



Kdt^Z[J, A] =0. 



(2.2.8) 



Remarquons que le modele de matrices (|2.2.2|) est dynamique dans le sens ou la partie 
cinetique du lagrangien n'est pas triviale. En effet, habituellement les modeles de matrices 
etudies sont locaux. 

Definition 2.2.1 Un modele de matrice est dit local si Gmn;ki = G{m,n)6miSnk et non 
local sinon. 

Dans les theories matricielles, les graphes de Feynman sont representes par des graphes 
a rubans. Ainsi le propagateur Gmn-^ki est represente par la figure pTTl. Un modele local 



n — m + h 



k = l + h 



Fig. 2.1: Propagateur matriciel 

correspond done a un propagateur qui conserve les indices le long des trajectoires (simples 
lignes) . 

2.2.2 Topologie des graphes a rubans 

Le comptage de puissance des modeles matriciels depend des donnees topologiques des 



graphes. La figure 2.2 donne deux exemples de graphes a rubans. Tout graphe a rubans 





(a) Planaire (b) Non planaire 

Fig. 2.2: Graphes a rubans 



pent etre dessine sur une variete bi-dimensionnelle. En fait, chaque graphe definit la 
Grosse et Wulkenhaar ont utilise une fonction K{m/A'^) qui vaut 1 si m ^ et si m ^ 2A^. 
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surface sur laquelle on le dessine. En effet, soit un graphe G avec V vertex, / propagateurs 
internes (doubles lignes) et F faces (faites de lignes simples). La caracteristique d'Euler 



^=2-2g = V -I + F 



(2.2.9) 



donne le genre g de la variete. On pent s'en rendre compte en passant au graphe dual. 
Le dual d'un graphe G est obtenu en echangeant faces et vertex. Les graphes duaux de 
la theorie sont des quadrangulations des surfaces sur lesquelles ils sont dessines (la 
valence d'un vertex devient la longueur de la face duale). De plus, chaque face du graphe 
direct brisee par des pattes externes devient dans le graphe dual un point marque. Si 
parmi les F faces d'un graphe, B sont brisees, il pent etre dessine sur une variete de genre 
g = 1 — ^{V — I + F) avec B points marques. La figure |2]^ donne les caracteristiques 



topologiques des graphes de la figure 2.2 









Fig. 2.3: Donnees topologiques de graphes a rubans 



Graphe dual Le graphe dual d'un graphe a rubans est obtenu en associant a chaque 
face un vertex et a chaque vertex une face. Toute ligne bordant deux faces voisines est 
remplacee par une ligne qui joint les deux vertex correspondants du graphe dual. Remar- 



quons que le genre pent etre calcule soit dans le graphe direct a partir de ( |2.2.9| ) soit 
dans le graphe dual car le genre est invariant sous cette dualite. En effet, soient V = F, 
F' = V les nombres de vertex et de faces du graphe dual (les quantites duales seront 
notees avec une apostrophe). Alors x = ^ ^ + = ^ + (-^' = -^)- Si le graphe 
direct est un graphe de 0^ c'est-a-dire chaque vertex est de coordination 4, nous avons 
4 = J// + Nfi pour toute face /' G F' ou /// et Nfi sont les nombres d'aretes et de va- 
lences externes appartenant a /'. La coordination des vertex du graphe dual est arbitraire. 



Voici comment construire le dual d'un graphe. Tout d'abord, pour chaque face orientee 
du graphe direct, nous dessinons un vertex oriente en associant 

- a chaque simple ligne d'un propagateur du graphe direct une valence interne du 
vertex dual, 

- a chaque valence externe du graphe direct une valence externe du vertex dual 
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en respectant I'ordre des fleches sur les trajectoires. Ensuite nous connectons les valences 
des vertex duaux par les propagateurs duaux, orthogonaux aux propagateurs directs (voir 
figure O). 



dual 



m 



direct 



Fig. 2.4: Propagateur dual 



Considerons I'exemple de la figure 2.5a qui n'a qu'une seule face. Les regies precedentes 



conduisent au vertex dual de la figure |2.5c| . Puis nous connectons les valences par les 
propagateurs duaux c'est-a-dire niq avec r'q' , qr avec g'm2 et n2mi avec rr'. Le resultat 
est la figure p. 5b . 




(a) Un graphe a ruban (b) Son dual 




(c) Vertex dual 

Fig. 2.5: Dualite 



2.2.3 Un comptage de puissance general 



Dans |GW05a|, Grosse et Wulkenhaar ont utilise la methode de Polchinski pour de- 
montrer un comptage de puissance tres general. lis ont considere une theorie matricielle 
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d'interaction Tr 0^ avec un propagateur (quasiment) quelconque. La seule restriction im- 
posee au propagateur est I'invariance par rotation ( p.2.5|) . Les graphes qui sont solutions 
de I'equation de Polchinski sont relies par des propagateurs modifies[| Q : 

Qmn;kl = {^G mn-^kl{J^) ■ (2.2.10) 

lis ont introduit deux exposants 6q et 5i par 

/ /i \ ''o 

max |(5mn;fc/(A)| ^Co X ^m+fc,n+Z, (2.2.11) 
m,n,k,l \A/ 

max Vmax|Q„„.fcKA)| (^Y' (2.2.12) 

m ' n,k \A/ 

I 

oil fi = det"^''^^^-' 9. Ces exposants encodent le comportement d'echelle (scaling) du 
propagateur regularise. On pent alors separer les modeles de matrices en deux classes : 

Definition 2.2.2 Un modele de matrices non local est dit regulier si 6o = 6i = 2 et 
anormal sinon. 



On peut alors montrer le theoreme suivant 

Theoreme 2.2.1 Soit G un graphe de genre g a V vertex, N pattes externes et B faces 
brisees. Si G est issu d'un modele de matrice regulier alors son amplitude regulairsee A{A) 
est bornee par 



Ai? 



(2.2.13) 



oil uj = — D — V{D — 4), Ar I'echelle de la theorie renormalisee et P^^ ^1'^ est un 

polyndme de degre 2V — A^/2. 

Ce comptage de puissance est, en dimension 4, celui d'une theorie juste renormalisable. De 
plus, il montre que seuls les graphes planaires {g = 0) avec une seule face brisee (5 = 1) 
sont potentiellement divergents. Cette restriction aux graphes planaires est tres impor- 
tante car elle met de cote les graphes non planaires qui sont responsables du melange 
UV/IR. 



En fait, Grosse et Wulkenhaar ont montre un theoreme plus general pour des modeles 
reguliers ou non. Cependant, I'enonce de ce theoreme necessite d'introduire de nouvelles 
notions graphiques ce qui nous obligerait a rentrer un pen trop dans les details. De plus, 
les modeles que nous considererons seront reguliers. Toutefois notons que ce theoreme 
general donne une condition necessaire a la renormalisabilite des modeles de matrices. II 
faut que 6o et 6i soient assez grands par rapport a la dimension de I'espace ou bien il 

■^Dans la preuve originale, Grosse et Wulkenhaar ont utilise une regularisation consistant en une 
fonction K{m/K^) valant 1 si m ^ et si to ^ 2A^. La coupure est done directement appliquee 
aux indices matriciels. lis auraient egalement pu utiliser une regularisation a consistant a introduire une 
fonction K{{ah?)~^) qui restreint le parametre de Schwinger : a ^ A~^. Dans ce schema de regularisation, 
le propagateur Q correspond, dans le cadre de I'analyse multi-echelles, au propagateur G restreint dans 
une tranche i telle que M^' ~ A^. 
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ne faut pas que le modele soit trop non local. Que signifie la localite dans un modele de 
matrices ? Rappelons que la base permettant de passer des indices de matrices a I'espace 
X est la base matricielle des fmn{x) '■ 

Q{x,y;A)= J] fmn{x)Q^^nM^)fki{y). (2.2.14) 

m,n,k,l 

Les fonctions fmn sont des polynomes multiplies par la gaussienne fondamentale /oo (voir 
(|2 .1.441 ) et ( p.l.47|) ). Celle-ci a une largeur C(l) autour de I'origine. Les out plus 



generalement leur maximum en |x| ~ A [p W03|| . Ainsi si le propagateur n'est pas assez 



local, la correlation entre des modes distants est trop forte. Autrement dit, si on considere 
(5(A) comme equivalent a un propagateur dans une tranche i (voir note de bas de page ^ 
page ^), la non localite du propagateur matriciel est equivalente a un couplage fort entre 
les echelles d'energie. C'est le melange UV/IR. 

Le modele sur a = a (5o = 1 et (5i = 0. Les echelles se melangent et le modele 
n'est pas renormalisable. A f2 7^ 0, (5o = 5i = 2, le modele est regulier (au sens de la 
definition |2.2.2|) et renormalisable^. En fait, nous verrons au chapitre ^ que le potentiel 



harmonique flxP' confine, a chaque echelle i, la theorie dans une boite (lisse) de taille M\ 
Ceci a pour effet de decoupler les differentes echelles du probleme. 

Nous verrons au chapitre || que le modele de Gross-Neveu non commutatif presente un 
certain melange entre les echelles d'energie mais est cependant renormalisable. II faudra 
done distinguer entre melange UV/IR renormalisable et non renormalisable (voir section 
4.5.3|) . Ce melange entre les echelles qui persiste meme apres vulcanisation n'est pas sur- 



prenant dans un espace non commutatif « defini » par [x^jX''] = iQ^'^ . Neanmoins il met 
en doute la sacro-sainte direction UV— i>IR du groupe de renormalisation et le decouplage 
entre les echelles que Ton constate dans la factorisation du comptage de puissance des 
composantes connexes en analyse multi-echelles. Le groupe de renormalisation dans la 
base matricielle va des indices infinis vers les indices nuls. Une seule direction est dan- 
gereuse. II n'y a plus qu'un seul secteur a I'infini que Ton pourrait qualifier d'ultrarouge 
ou infraviolet. La base matricielle est-elle alors plus adaptee que les espaces x on p a ces 
theories non commutatives ? Pour etre totalement convaincu, il faudrait trouver comment 
la base matricielle distingue les melanges UV/IR renormalisable et non renormalisable. 
Nous reviendrons sur I'infiuence des exposants 60 et 61 sur le comptage de puissance a la 



fin de la section 2.5. 



Finalement, pour achever la preuve de la renormalisabilite perturbative de $|, Grosse 
et Wulkenhaar ont identifie les parties divergentes des amplitudes. La quasi-localite du 
propagateur ameliore la situation predite par le theoreme p.2.1| : 

- les graphes planaires a quatre points avec un indice constant le long des trajectoires 
sont marginaux, 

- les graphes planaires a deux points avec un indice constant le long des trajectoires 
sont pertinents. 



'^Evidemment, le comptage de puissance (2.2.13) n'est qu'une condition necessaire a la renormalisabilite 



du modele. Dans |GW05b, GW03|, Grosse et Wulkenhaar ont egalement montre que les parties divergentes 



des amplitudes planaires regulieres {g = 0, B = 1) sont de la forme du lagrangien initial. 
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- les graphes planaires a deux points avec un saut d'indice de 2 le long des trajectoires 
sont marginaux. 

Nous nous referons a ||GW05b|] pour les details. Les trajectoires sont les lignes simples 
ouvertes du graphe. II reste alors a identifier les parties divergentes de ces graphes. Ceci 
est fait par un developpement de Taylor autour des indices externes nuls. Par exemple, la 
decomposition du cas marginal m = / et n = A; du graphe suivant est 




(2.2.15) 



{Qm,p;p,m{-^2) Qn,p;p,n{^l) — Qo,p;p,o(^2) Qo,p;p,o(^l)) 



+ / — : / — : Qo,p;p,o(A2) Qo,p;p,o(Al) ^ + {Ai ^ A2} + ^00;00;00;00;00 

P 



Les graphes marginaux a deux points avec un saut d'indice de 2 sont particulierement 
importants. Par exemple, 



E 



V ■ 

/ _ >■ 




(2.2.16) 



contribue a la renormalisation du parametre ^2. 



2.3 Analyse multi-echelles 



Dans RVTW06 



V. Rivasseau, R. Wulkenhaar et moi-meme avons utilise I'analyse 
multi-echelles pour redemontrer le comptage de puissance de la theorie $^ non commuta- 
tive. Cette preuve a deux avantages principaux par rapport a la preuve originale ||GW05b|| . 
Elle est nettement plus courte et elle est exprimee dans le formalisme de I'analyse multi- 
echelles, premiere etape d'une etude constructive. De plus, notre preuve comble une tres 
legere lacune de la preuve originale. En eff'et, dans ||GW05b|| , les exposants Sq et Si (voir 
( |2.2.11j ) et ( |2.2.12| )) out ete estimes numeriquement. Dans |RVTW06| , nous donnons des 
bornes analytiques sur le propagateur. 



2.3.1 Bornes sur le propagateur 

Soit G un graphe a rubans de la theorie $4 avec pattes externes, V vertex, I lignes 
internes et F faces, le genre est done g = l — ^iV — I + F). Quatre indices {m, n; k,l} G 
sont associes a chaque ligne interne du graphe et deux indices a chaque ligne externe soit 
4J + 2A^ = 8V indices. Mais, a chaque vertex, I'indice de gauche d'un ruban est egal a 



I'indice de droite du ruban voisin (voir figure |2.5c| ). Ceci donne lieu a 4:V identifications 
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independantes qui permettent d'ecrire les indices de tout propagateur en termes d'un 
ensemble X de AV indices, quatre par vertex, par exemple I'indice de gauche de chaque 
demi-ruban. 



L'amplitude du graphe est done 

= ^ J]^ Gms{T),ns(Xy,ksii:)M^) ^ms-ls,ns-ks , (2.3.1) 



I 5£G 



on les quatre indices du propagateur G de la ligne 6 sont fonction de X et ecrits 
{ms{J),ns{2)]ks{I),ls{I)}- Nous decomposons chaque propagateur, donne par ( |2.2.6|) : 

G = ^G' grace a da = ^ da. (2.3.2) 



i=o -^0 ^=l J^-^' 



Nous avons une decomposition associee de chaque amplitude 

Ag = Y,Ag,^, (2.3.3) 

^G,/. = X] n ^mi(X),ni{X);fci(X)^(X) '^m,(X)-/i(X),na(X)-fc^(X) , (2.3.4) 

ou /i = [is] parcourt toutes les attributions possible d'un entier positif is pour toute ligne 
5. Nous avons prouve les quatre propositions suivantes qui permettent de montrer que le 
modele (|2.2.2|) est regulier au sens de la definition |2.2.2| : 

Proposition 2.3.1 Pour M suffisament grand, il existe une constante K telle que, pour 
VL G [0.5, 1], nous avons la borne uniforme 

^ ™-^^e-t*^-=i-+'+^il. (2.3.5) 

Cette borne montre que 6o = 2. 

Proposition 2.3.2 Pour M suffisament grand, il existe deux constantes K et Ki telles 
que, pour Vt G [0.5, 1], nous avons la home uniforme 

^ m,m-\-h;l+h,l 



2 



^ /iM-2v-?*^-"ll™+'+'^ll fjmin I 1, (^ K,mm{m^,l^,m^ + h^,l^ + h^) ^ 



2 



(2.3.6) 



Cette borne permet de montrer que seuls les graphes avec un indice constant le long des 
trajectoires ou avec un saut de 2 sont divergents. 

Proposition 2.3.3 Pour M suffisament grand, il existe une constante K telle que, pour 
G [|, 1], nous avons la home uniforme 

E ^ KM-^' e-^^-'^iMMM) . (3.3.7) 

l=—m 
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Cette borne montre que le propagateur est quasi-local dans le sens ou, a m fixe, la somme 



sur / ne coute rien (voir figure p.ll) . Neanmoins les sommes que nous aurons a eff'ectuer 
sont entrelacees (un meme indice apparait generalement dans plusieurs propagateurs) si 
bien que nous aurons besoin de la proposition suivante. 

Proposition 2.3.4 Pour M suffisament grand, il existe une constante K telle que, pour 
VL E [1, 1], nous avons la borne uniforme 



E 



max ; +^ ^ KM 

p^max((,0) 



-2i, 



(2.3.8) 



Cette derniere borne montre que 5i = 2. Ainsi, avec la proposition 2.3.1 , cette derniere 
proposition prouve que le modele ( p.2.2|) est regulier. Nous renvoyons a |[RVTWO^] pour 
les preuves de ces quatre propositions. Notons neanmoins que les contraintes sur le para- 



metre Q dans les propositions p.3.1| a |2.3.4| sont d'origine purement technique. Les etudes 
numeriques de Grosse et Wulkenhaar montrent qu'elles pourraient certainement etre re- 
lachees. 



Remarque 7. Dans [|RVTW06|| , nous avons egalement calcule des bornes sur les propaga- 
teurs composites. Ce sont des diff'erences de propagateurs pris a indices externes difi"erents. 
Ces diff'erences apparaissent dans le developpement de Taylor des amplitudes pour identi- 
fier les parties divergentes (les contretermes) ||GW05b|| . Ces bornes permettent de montrer 
que les amplitudes renormalisees sont finies. 



2.3.2 Variables independantes 

Une partie non negligeable des AV indices initialement associes au graphe est determi- 
nee par les indices externes et les fonctions delta dans ( p.3.1|) . Les autres sont des indices 
de sommation. Le comptage de puissance consiste a trouver quels sont les indices pour 
lesquels la somme coiite M^* et ceux pour lesquels elle ne coute que 0{1) grace a ( p.3.7|) . 
Le facteur M^* provient de ( |2.3.5| ) apres avoir somme sur un indicej] m G N^, 



E 



M 



'1 + 0{M-'')) . 



(2.3.9) 



Nous souhaitons d'abord utiliser les fonctions delta autant que possible pour reduire 
I'ensemble X a un ensemble minimal X' d'indices independants. Pour cela, il est pratique 
d'utiliser les graphes duaux ou la resolution des fonctions delta devient un probleme 
classique d'attribution de moments. Pour la definition et la construction des graphes 



duaux, voir la section |2.2.2| page |6l 



Le graphe dual est compose des memes propagateurs que le graphe direct, seule la posi- 
tion des indices change. Alors que dans le graphe original, nous avons Gmn^u = — ^ , 
la position des indices des propagateurs du graphe dual est 



G 



mnikl 



(2.3.10) 



'^Rappelons que chaque indice est en fait compose de deux indices, un pour chaque paire symplectique 

de Ml 
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La conservation 6i_rn-[n-k) dans (|2.3.1|) implique que la difference entre les indices entrant 
et sortant d'un demi-propagateur attache a un vertex dual c'est-a-dire / — m, est conservee 
le long du propagateur. En fait, ces differences d'indices se comportent comme un moment 
angulaire et la conservation des differences i = l — m et —i = n — k n'est rien d'autre que la 



conservation du moment angulaire grace a la symetrie 5*0(2) x S0{2) de Taction ( p.2.2|) . 
Ainsi, en choisissant I'indice entrant comme indice de reference, le moment angulaire 
determine I'indice sortant : 



I k 

"^XV^V.^Vr:^^;. l = m + i , n = k + (-i). (2.3.11) 

m n 



De la meme fagon, des moments angulaires externes p entrent dans le graphe dual par les 
valences externes. La cyclicite des vertex implique que la somme des moments angulaires 
entrant dans un vertex est nulle. Bien sur la somme des moments externes est done nulle 
egalement. Ainsi le moment angulaire dans le graphe dual se comporte exactement comme 
le moment habituel dans un graphe de Feynman ordinaire : les moments se conservent le 
long des lignes et a chaque vertex. Remarquons que cette conservation provient d'habitude 
de I'invariance par translation. Insistons egalement sur le fait que nous devons prendre en 
compte des contraintes de positivite pour les moments angulaires : ^ G Z mais les indices 
m, n, /c, / sont dans N. 

Nous Savons done que le nombre de moments (differences d'indices) independants est 
exactement le nombre de boucles L' du graphe dual. Pour un graphe connexe, ce nombre 
vaut L' = I—V'+l. De plus, chaque indice a un vertex (dual) donne est seulement fonction 
des differences d'indices a ce vertex et d'un unique indice de reference. Si le vertex dual est 
un vertex externe, nous choisissons un indice externe sortant comme indice de reference. 
Pour les vertex internes, nous expliquerons plus tard comment faire ce choix. Les indices 
de reference des vertex internes correspondent aux indices de boucles du graphe direct. 
Apres utilisation des fonctions delta des proagateurs, le nombre d'indices independants a 
sommer est V^' — 5 + L' = J + (1 — 5). Ici S ^ est le nombre de faces brisees du graphe 
direct ou le nombre de vertex externes du graphe dual. 

Exprimer chaque indice du graphe en termes d'un ensemble X' d'indices independants 
est done analogue au probleme de « momentum routing » dans un graphe de Feynman 
commutatif. La solution n'est pas canonique. Neanmoins un bon moyen de distribuer les 
moments consiste a choisir un arbre generateur enracine 7^ dans le graphe dual, avec V' — l 
lignes, et d'utiliser le complementaire (les lignes de boucles) comme I'ensemble des dif- 
ferences independantes. L'indice fi represente I'attribution des echelles dans le graphe ; 
le choix de I'arbre est contraint par cette attribution. Dans la suite, nous allons montrer 
que la somme sur les indices de reference coute M^* et que les sommes sur les differences 
d'indices dans coiitent C(l) grace a la borne ( |2.3.8|) . Nous devons done optimiser 
I'arbre 7^ afin que les indices de reference appartiennent aux lignes d'echelles les plus 
basses possibles. C'est exactement le contraire de I'optimisation habituelle dans les theo- 
ries commutatives. 
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2.3.3 Optimisation de I'arbre 

Une attribution d'echelles /i = {is} definit un ordre parmi les lignes (duales) : 

5i^S2^---^Si si t5^^is2^---^^5j- (2.3.12) 

En cas d'egalite, nous faisons un choix arbitraire. Soient 6^ la plus basse ligne dans I'ordre 
defini ci-dessus qui n'est pas un tadpole et ^ le propagateur correspondant. 

Sj' Sj' sj' sf 

Cette ligne 5J joint deux vertex vf et forme le premier segment de I'arbre. Soient £ 
I'ensemble des lignes du graphe et Hi = £ \ (5i U ■ ■ ■ U 6^) et Ti = 6l U U . Nous 
identifions la plus basse ligne 6^ de 2i qui ne forme pas de boucle si elle est rajoutee a 
Ti. Nous definissons £2 = -2 \ (^i U ■ ■ ■ U 5^) et 

- T2 = Ti U 62 U V2 si S2 relie un vertex f ^ a , 

- 72 = Tl U (5^ U f ^ U si 6 J joint deux vertex ^ Ti. 

A la n'^ etape, nous identifions la plus basse ligne 6^ de £.n~i qui ne forme pas de boucle 
si elle est rajoutee a 7^_i. Nous definissons £„ = £ \ (5i U ■ ■ ■ U 6^) et 

- Tn = Tn-i U 5^ U si 5^ relie un vertex f + a 

- Tn = Tn-i yj 5'^ yj yj v~ si 5^ joint deux vertex v'^ ^ T^-i, 

- Tn = Tn-i U 6^ si (5^ connecte deux sous ensembles disjoints de 

La (V — 1)'' etape fournit I'arbre optimise 71 = Ty-i. En consequence, toute ligne 6f G 
qui joint deux vertex differents Vj a un indice d'echelle i§c superieur ou egal a tons les 

indices d'echelle des lignes d'arbre joignant . 



2.3.4 Attribution des indices 

Nous clioisissons un des B ^ 1 vertex externes du graphe dual comme racine vq de 
I'arbre optimise 7^. Si le graphe est un graphe du vide c'est-a-dire avec B = 0, nous 
choisissons n'importe quel vertex. Nous renommons les vertex de I'arbre de telle sorte que 
tout vertex dans le sous-arbre au-dessus du vertex f„ se nomme Vp avec p > n. 



L'ordre (|2.3.12|) sur les lignes du graphe va nous permettre de choisir I'indice de refe- 
rence m a chaque vertex. Si v est un vertex interne, nous appelons 6^ la plus basse ligne 
attachee a v. Par construction de I'arbre (voir section precedente), soit 6y est un tadpole 
soit (5„ appartient a I'arbre. Nous choisissons I'indice sortant de la ligne 5y comme I'indice 
de reference m„ du vertex v. Soit Qm I'ensemble des lignes portant un indice de reference. 
Soit 5vv' une ligne reliant les vertex v et v' . Si 5^' = 5^ = 5^' c'est-a-dire 5vv' est la plus 
basse ligne en v et en v\ alors 5^' porte deux indices de references. Dans ce cas, elle 
apparaitra deux fois dans Qm- Ainsi Qm contient V — B elements. Si v est un vertex 
externe, nous choisissons un indice externe sortant comme indice de reference. La figure 

montre ime situation typique d'un arbre et de ses indices de reference. 



Tout indice du graphe s'ecrit done, de fagon unique, en termes de 

- V — B indices de references m^, 

- B indices de references aux vertex externes, 

- L' moments anguaires internes £5, 6 G 

- N moments angulaires externes p^, e G TV ou A/" est I'ensemble des lignes externes. 
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Fig. 2.6: Indices de reference 



Voici comment proceder. Nous commengons par les feuilles c'est-a-dire les vertex (diffe- 
rents de la racine) qui ont une coordination 1. Les feuilles de la figure sont les vertex 
V3,v^,Ve,V7 et fg- Pour ces vertex, en commengant par I'indice de reference rriy (a gauche 
de I'unique ligne de 7^ au vertex v qui descend vers la racine, a moins qu'un tadpole en v 
soit la ligne la plus basse) qui est egal a I'indice entrant de la ligne juste apres 5„ dans le 
sens horaire, nous calculous tons les autres indices en tournant autour de v dans le sens ho- 
raire et en ajoutant les moments angulaires associes aux lignes de boucles . . . , 5^ et aux 
lignes externes ei, . . . , e^'. Cela donne m^ + ^i, m^, + +£2, • • • jusqu'a rriy + ii + ■ ■ ■ + £k+k' 
qui se trouve a droite de S^- Parmi les £j peuvent se trouver des moments externes. Par 
cyclicite du vertex, le moment angulaire associe a 6y est — (£1 + ■ ■ ■ + ik+k')- La figure 
2.7 donne un exemple d'attribution des indices pour une feuille particuliere. Apres avoir 
proceder ainsi pour toutes les feuilles, nous continuous avec la prochaine couche de vertex 
{v2 et f4 sur la figure p.6|) et ainsi de suite. 



//A 



Fig. 2.7: Attribution des indices 



Tout indice de sommation a un vertex v est done egal a rriy plus une combinaison lineaire 
de moments angulaires is, S & U AC ou Cy (resp. Afy) est I'ensemble des lignes de 
boucles (resp. lignes externes) qui sont attachees au sous-arbre au-dessus de v c'est-a-dire 
les lignes dont au moins une extremite v' est telle que I'unique chemin dans I'arbre de v' 
a vq passe par v. 

L'ensemble X' des indices de sommation independants pent s'ecrire comme I'union de 
deux sous-ensembles : 

- l'ensemble = {rriy} des indices de reference aux vertex internes qui contient 
V — B elements, 
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- I'ensemble = {is, ^ G 'Cfj.} des moments angulaires qui contient L' elements. 
L'amplitude d'un graphe G pent done s'ecrire : 

"^^^ ^ 5Z X] ]^^ms{M^,J^),ns{M^,J^yMM^,J^),h{M^,J^) ^^■^I'^'^f') ^ (2.3.13) 

ou la somme sur parcourt N'"^''! et celle sur JT"^ parcourt Z'^'''. La fonction xi-M^, J^) 
est la fonction caracteristique imposant que tons les indices {ms{M.^^ J^)^ ns{M.^, J^) ; 
ks{-Mfj_, J'fj), hi-M.^, J'^)} soient positifs. La dependance de l'amplitude Aq en les indices 
externes {B indices de reference aux vertex externes et moments angulaires externes) 
n'est pas explicitement donnee. 



2.3.5 Comptage de puissance 

Nous allons maintenant montrer que toutes les sommes sur les differences d'indices 



peuvent etre effectuees gratuitement grace a ( |2.3.8| ) en utilisant le propagateur G^^ pour 
effectuer la somme sur is- Les sommes sur ces moments etant entrelacees, nous avons 
besoin de maximiser les autres propagateurs sur is- Pour cela, nous devons choisir un 
ordre sur les lignes. 

Nous introduisons un nouvel ordre > sur I'ensemble de boucles Soit vs le plus haut 
vertex (dans I'arbre) auquel S E est accrochee. Nous ecrirons 6i > 62 si 

- Vs-, > VS2 ou 

- en tournant autour de vs, = vs2 dans le sens horaire a partir de I'indice de reference, 
nous rencontrons 61 puis 62 ou la ligne d'arbre qui descend a la racine ou 

- en tournant autour de = Vs2 dans le sens horaire a partir de I'indice de reference, 
nous rencontrons la ligne d'arbre qui va a la racine puis 62 et enfin 61. 

Nous orientons les lignes 5 G £^ de telle sorte que les indices ms{M.^, J^),ls{M.^, J^) 
soient attaches a vs- Leur difference est precisemment is : 

h{M^, J^) - ms{M^, J^) = is (2.3.14) 

Pour les tadpoles 6 E C^, nous definissons les deux indices m, / comme ceux de la premiere 
demi-ligne de 6 dans I'ordre cyclique entre I'indice de reference et la ligne d'arbre qui va 
a la racine. Si cette ligne d'arbre est rencontree avant les deux demi-lignes du tadpole, 
nous choisissons pour m, I les indices de la seconde demi-ligne. 

Soient J^~^ = {is' e J"^, > 6} et = {is' e J^,5 > S'}. L'ordre > implique que les 
indices ms(M^, J^), kiM^, J^) en vs sont des fonctions ms{M^, J^"^), rns^M^, J^^)+^s 
independantes des indices dans J7^~. Ainsi pour 5 G £^ et avec les indices de Ai^ et jTjf^ 
fixes, 



max G^^ 



ms{Mf,,J,,),n5{M^,J^y,k5{M^,J^),l5{Mf„Jf,) 



^S*^-*(-^M,^M'+),-^;fc^,-.(A^M>^M'+)+4' (2.3.15) 

ou, dans le membre de droite, la somme est sur tons les indices ris, ks dans N. II est ins- 
tructif de regarder I'exemple de la figure ou 61 > 62 > S3 > 64. Les indices m2,l2 



dependent de I'indice de reference m„ et des moments angulaires des lignes plus hautes 
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(dans le sens >) : is^ E jT'.j niais 777,2,^2 dependent pas de is-^iis^ G 



Pour une attribution d'echelles /i dans ( p.3.13|) et avec les indices dans fixes, nous 



pouvons ecrire les sommes telescopiques sur les moments de J7^. Soient 6l' > > 
■ ■ ■ > ^2 > ^1 les lignes de boucles. Les sommes sont eff'ectuees des lignes les plus basses 
aux lignes les plus hautes : 

n ^ms{M^,J^),ns{Mi„Ji,);ks{M^,J^),ls{M^,J^) Xi-Mf,, J^) 

Jy. <5eG 



^ E n 



msiMt„Jt,),ns{M^,,J^,y,ks{M^,,J^,),l5{M^,,J^,) 



X max 

4i 



n ^ms{M^,J^),ns{M^,J^):ks{M^,J^),ls{M^,J^) 



"1 '"2 



ms{M^,,J^,),ns{M^,,J^,)■,ks{M^,,J^,),ls{M^,,J^,) 



X max 



n '^m6{M^„J^,),ns{M^,,J^,);ks{M^„J^,),l5{M^,,J^,) 



X >^ ( maxG**^ sn+ sr,+ 



"2 



X max V ( max G''^ (2.3.16) 



"1 



et ainsi de suite jusqu'a 

<5gG 



^ TT maxG^^ 



xn 



Les contraintes de positivite de x oiit ete utilisees pour determiner I'intervalle de somma- 
tion correct des i^. 



Nous obtenons ainsi une borne sur la somme sur J^j, de ( |2.3.13|) . Pour les lignes d'arbre 
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6 E Tfj_, dont tous les indices dependent de ^7^, la borne ( p.3.17| ) donne grace a (|2.3.5| ) 



Zf^'^siMM.nsiMM-MMMMMM^^^'"''^ ^^^A^' ^^^>^- (2.3.18) 
Si I'un des indices de 5 G T^j est un indice de reference au vertex v, nous avons 

^ ™--e-*-^-^'^ll-ll, 5eT,n g,. (2.3.19) 

Si deux indices de 5 sont des indices de reference en v,v'^ nous ecrirons 

(2.3.20) 



Puis chaque propagateur correspondant a une ligne 5 E donne, par (p.3.17|) , un facteur 



max ( I maxG*'' 1 1 < K' M~'^^^ 

j5+ yZ-^ ^jS- ms{M^,,J^+),ni{Mi,,Ji,)-,ki{Mi,,J^),ms{M^,J^^ + )+h j j ^ ' 

<5g£^, S^g^. (2.3.21) 

Si 5 G £^ est un tadpole en Vi qui a I'indice d'echelle le plus bas parmi les lignes de Vi, 
nous obtenons grace a (p.3.8|) 



max 



(2.3.22) 



Finalement il y a aussi des indices externes m^,n^ (fixes). Chacun d'eux donne, grace a 
dg) et (|2j;|) e-=*^"'"'ll"'^ll et e-^*^'"^H"^H respectivement. 



Finalement la somme sur dans (|2.3.13|) est bornee par 



N \ / N 



X 



JJg-cM--||„^.|| JJg-cM-Hln.ll ^ (2.3.23) 



>e=l / \e=l 



ou m„(5/) est I'indice de reference de la ligne 6' E g^. Apres avoir somme sur mi, ... , itiv'-b, 
nous avons 



■^o < E^(*'"'^"°") (*'*''""'"'") (n-""'""'""-" ) (11' 

(2.3.24) 



N \ / N 



Comme explique dans la section |1.2| , nous definissons les composantes connexes : un 



sous-graplie est une composante connexe si toutes ses lignes internes sont au-dessus de 
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toutes ses lignes externes (au sens de ( |2.3.12|) ). Le comptage de puissance se factorise alors 
dans les composantes connexes : 



N 

n 



-cAf-2iE||mJ| 



N 

n 



Aa <K'^'J2Il'^' 

fJ. i,k \e=l / \e=l 

avec uiGl) =4(1^/, - 5,,,,) - 2/^,, = 4(F,,fc - 5,,^) - 2/,,,. 
= (4 - Ni^k) - 4:{2gi,k + - 1) 



(2.3.25) 
(2.3.26) 



et A^i fc, Vi^k, h,k = 2V^j,fc — -^^i -^i,fc et Bi ^ sont respectivement les nombres de pattes ex- 
ternes, de vertex, de propagateurs (internes), de faces et de faces brisees de la composante 
connexe G], ; gi^k = 1 — |(^,fc — Ii,k + Fi^k) est son genre. Nous avons alors 



Theoreme 2.3.5 La somme sur les attributions d'echelles fi dans (\2. 3. 24) converge si 
\/i,k, uj{Gi) < 0. 



Nous retrouvons done le comptage de puissance obtenu dans [|GW05a|| . Nous constatons 
que les outils de I'analyse multi-echelles (decomposition du propagateur, optimisation 
de I'arbre, composantes connexes, arbre de Gallavotti) s'adaptent tres bien a la base 
matricielle et aux modeles de matrices dynamiques. 



2.4 Etude de propagateurs 



Nous donnons ici les resultats que nous avons obtenus dans ||GRVT06|| . Dans cet ar- 
ticle, nous avons calcule les noyaux en espace x et dans la base matricielle d'operateurs 



generalisant le noyau de Meliler (|3.1.2| ). Puis nous avons procede a une etude fine des 
comportements de ces noyaux dans la base matricielle. Ce travail est notamment utile 
pour etudier le modele de Gross-Neveu non commutatif dans la base matricielle. 



2.4.1 Noyau bosonique 

Solent X A x' = xox[ — xix'q et x ■ x' = xqx'q + xix[. Le lemme suivant generalise le 
noyau de Mehler ||Sim79| : 



Lemme 2.4.1 Soit I'operateur H : 

H=^(^-A + n^x^ - 2iB{xodi - xi9o)) . 
Le noyau, en x, de I'operateur e~^^ est : 



271 sinh Qt 



(2A.1] 



(2.4.2) 



A 



Q cosh Qt 
2 sinh Qt 



{x' + x") 



Q cosh Bt 
sinh Qt 



-X ■ X — i- 



f2 sinh Bt 
sinh fit 



X A x'. 



(2.4.3) 
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Demonstration. Nous pouvons soit verifier directement que P = e *^ est solution de 

^ + HP=0 (2.4.4) 

soit postuler que la solution est de la forme f{t) ^-9it){^'^+x''^)-h{t)^-^'-K^)^'^^' ^ utiliser I'equa- 
tion (|2.4.4|) pour deriver un systeme d'equations diff'erentielles couplees pour les fonctions 
/, g,h et i et resoudre ce systeme. Voir ||GKV"1'U6|| pour une preuve directe. □ 

Remarque 8. Le noyau de Mehler correspond a -B = 0. De plus, la limite Q = B ^ 
donne le noyau de la chaleur habituel. 



Pour retrouver les resultats de la section p^ , nous commengons par effectuer les chan- 
gements — > ^ et i? ^ ^ dans H (voir lemme |2.4.1|) . Le cas B = donne done 



exactement le propagateur (|2.2.6| ). De plus L2 = —t{xodi — Xido) commute avec le lapla- 
cien et avec si bien que pour calculer e~^^ dans la base matricielle, il nous suffit de 
calculer e^*^^ et de faire le produit avec (|2.2.6|) . Le calcul de e~*^^ est simple car L2 est 
diagonal dans la base matricielle : 

2 ABh 
H^,m+h;i+h,i =^(1 + ft'^){2m + h + 1)5™,; — 6m.,l (2.4.5) 

2 

- -(1 - Q^)[^/{m + h + l){m + l) 6m+i,i + y^{m + h)m 6^-1,1]. 
Remarquons qu'a = 1, -fT est diagonal. 

Lemme 2.4.2 Soit H donne par I'equation (|2.4.1|) . Son inverse est : 



2a D 



-1 ^ r (l-a)^+^^"^^ -^hTl («) 



/ p. N m+l+h min(m,/) , ^ /i , o\ \ rn+l-2u 

u=max(0,— /i) ^ ' 



on Aim, /, u) = ^{Zu) ' J C est une fonet^on de .• C(fi) = 

2.4.2 Noyau fermionique 

La theorie fermionique libre a deux dimensions est definie par le lagrangien : 

C = ij{x){p + ij)ij{x). (2.4.7) 

Le propagateur de la theorie + fij ^ {x, y) peut etre calcule par la methode du noyau 
de la chaleur : 

+ t^y^ (x,y) = + fi) iip + f^) + {x,y) 

= H + t^) {p' + f^'y'{x,y) (2.4.8) 



oo 



H + ^e-^-"" (2.4.9) 



Airt 

°° dt r-i ^ -2 







Ant V2t^^-^) + H^"'^"''- (^-^-^^^ 



76 



Chapitre 2 - Dans la base matricielle 



Sur I'espace de Moyal, nous souhaitons modifier Taction libre en ajoutant un terme de 
vulcanisation. Cette procedure evite le melange UV/IR dangereux (voir section |4.5.3| ) et 
permet la renormalisation. Ainsi Paction libre devient|] 

Sfree = J (fx^p^ix) {f + + fl^) ^"{x) (2.4.11) 

ou x = 26~^x, 6 = ( _0 o) et a est un indice de couleurs entre 1 et A^. Le propagateur G 
etant diagonal dans cet indice, nous I'omettrons dans la suite. Pour calculer le propagateur, 
nous ecrivons encore une fois : 

G = {p + fi + n^^y^ = + .Q-\ 

Q = {f + + VL$) {-f + II - VL$) 

= I2 ® U2 ^ /i^ ^ + — 7V ® Id + ® i^2, (2.4.12) 

ou L2 = — x^pq. Pour inverser Q nous utilisons la methode de Schwinger : 
Lemme 2.4.3 Nous avons : 

G{x,y) = r _JL^^-qcotH2nt)(.-y)^+^n.Ay ^2.4.13) 



^TT Jo sinh(2(]t) 
|zncoth(2fit)(^ - + - f) - e-2*™^°^'e-*'^' 

// sera eg alement pratique d'exprimer G en termes de commutateurs : 
G{x,y) = -— dt \tQcoth{2Qt)[:/:,r^]{x,y) 

C'TT Jq l 

+0 [^,r*] {x,y)-f,r\x,y)}e-'^^'^'^'e-'^\ (2.4.14) 



ou 



Y*(^x y) = ^ ~ coth(2nt)(x-y)'^+inxAy (2 4 15) 



sinh(21]t) 

avec Q, = ^ et X Ay = x^y^ — x^y^ 



La methode employee pour demontrer ce resultat est identique a celle utilisee pour le 
lemme |2.4.1| . La preuve du lemme |2.4.3| est donnee en annexe B de ||GRVTO^ . 



Nous allons maintenant donner I'expression du propagateur fermionique (|2.4.14|) dans 
la base matricielle. Soit L2 = —i{x^di — x^do). L'inverse de la forme quadratique 



A = g ^^^^0^^^ 



6 



-7 7 



(2.4.16) 



^Dans cette section, nous souhaitons uniquement etudier le propagateur du modele de Gross-Neveu 
non commutatif. Une definition precise du modele complet est donnee au chapitre |[ 
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est donnee par le resultat ( p.4.6| ) de la section precedente 



i — a 2 

^ \ I pa 

m,m+h;l+h,l — J ^-^ _^ Ca) rn,m+h;l+h,l 



■p(a) 

•m,m-\-h;l+h,l 



p. ^ m+l+h 

' (1 - a) 2" 



1 + Ca 

min{m,i) 



(2.4.17) 
(2.4.18) 



^ A{m,l,h, 



u 



u=Q 



m+l~2u 



Le propagateur fermionique G (p.4.14|) dans la base matricielle pent se deduire du noyau 
p.4.17| ). II suffit de prendre i? = f2, d'ajouter le terme manquant en 7^7^ et de calculer 
Paction de —f — VL$ + ji sur V. Nous devons done evaluer [x" , V] dans la base matricielle : 



k,l 



+y/nT^^n-w - \/k + ir„,„;fe+i,/| , (2.4.19) 

+ Vl + i^m,n;k,l+l — + IT m,n+l;k,l + m,n;k~-l,l 

m,n—l;k,l 's/k^^^ m,n]k+l,l f • 

Ceci nous permet de demontrer : 

Lemme 2.4.4 Soit Gm,n;k,i le. noyau, dans la base matricielle, de I'operateur 
VL$ + yu) . Nous avons : 

2n 



(2.4.20) 



Gm,n;k,l 
^ •m,n:kl 



da G 



m.n\kli 



(2.4.21) 



m,n;kl 



m,n: 



X 



2 - a 



a 



, , . , , , , • (2.4.22) 

2^/1^ 2^/1^ J ^ ' 

oil est donne par ( \2.4-l^) et les commutateurs par les formules l{2.4-i^) et ( ^.4-2(^) . 



Les deux premiers termes de I'equation (|2.4.22|) contiennent des commutateurs et seront 



regroupes sous 1 appellation G^^.^ ; . Le dernier terme sera G^^.^^ 



a 

2 - a 



2VT 



a 



a 



2vr^ 



(2.4.23) 



G 



m,n:kl 



f^^m,n:k,l ^ 



2- a 



a 



2vr^ 2vr^ 



(2.4.24) 
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2.4.3 Bornes 



Nous allons appliquer I'analyse multi-echelles pour etudier le comportement du pro- 
pagateur (|2.4.22|) et revisiter plus finement les bornes (|2.3.5|) a ( p.3.8|) . La decomposition 
en echelles est faite comme en section 12.3.11 : 



I da = 2^ / 

Jo j^]^ Jh 



M-2{i-l) 



da 



et conduit au propagateur suivant dans la tranche i : 

,^/-2{i-l) 



m,m+h,l+h,l 



da 



(1 + Ca) ra,m+h;l+h,l 



(2.4.25) 



(2.4.26) 



Gm,n;k,l = ^, G^m,n;fc,i ! Gm,n;k,l ~ ~ 02 2 / '^'^ ^m,n;fc,Z (2.4.27) 



Nous separons G comme nous I'avons fait dans les equations (|2.4.23| ) et (|2.4.24)) . Soient 



h = n — meip = l — m. Sans perte de generalite, nous supposerons h ^ et p ^ 0. Ainsi 
le plus petit des quatre entiers m, n, k, I est m et le plus grand est k = m + h + p. Nous 
pouvons alors enoncer le principal resultat de cette section : 

Theoreme 2.4.5 Sous les conditions h = n — m ^ et p = l — m ^ 0, il existe K,cE M+ 
(c depend de Vt) tels que le propagateur de Gross-Neveu dans une tranche i obeisse d la 
home 

/ exni 2!^ £Ml^(h !^]n 



+ min(l, (aA:)P)e-^'=^"''-^P^ . (2.4.28) 
Le terme de masse a une borne un peu dijferente : 

+ min(l, {akY)e-^^^^'^^-^n . (2.4.29) 



Demonstration. Nous souhaitons donner les etapes principales de la preuve car nous pen- 
sons que cette etude pourra servir sur d'autres espaces que le plan de Moyal et renvoyons 
a [pRVT06|| pour les details. L'analyse du propagateur (|2.4.21|) revele qu'il existe une re- 



gion dans les indices k,p et h ou le propagateur n'a pas le comportement d'eclielles ( p.3.5 
Nous ecrivons le propagateur sous la forme : 



da \ ' (2.4.30) 

1 + Ca ^ ^ 
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avec 



^ Krrz^) (TTc^gl ) (2.4.31) 



in ^-Mn(l+C.) ^(2.+p) In ^^^^^^^^ m + p, «). 



(2.4.32) 



Nous nous restreignons au regime a ^ C <C 1 c'est-a-dire a la zone « ultraviolette » et 
a Q proche de 1. Nous definissons les variables reduites x = v/k^ y = h/k, z = p/k. 
Celles-ci sont contenues dans le simplexe ^ x,y, z ^ 1, ^ x + y + z ^ 1. En utilisant 
r approximation de Stirling et en remplagant la somme sur v par une integrale qui, a une 
constante multiplicative pres, constitue une borne superieure rigoureuse, nous avons 

^io [xix + z){l-x-z)il-x-y-z)]y^'^ ^ "'"'^ 

oug={2-2y-z) In ""^ + {2x + z) In + _ y 1^(1 + Qa) 

1 + Ca vl — a 

+ ln(l - y) + ln(l -z) + ln(l - y - z) 

— xlnx — {x + z) ln(x + 2) — (1 — a; — z) ln(l — x — z) 

- (1 - X - y - z)\n{l - X - y - z). (2.4.34) 

Nous avons alors montre 



Lemme 2.4.6 La fonction g est concave dans tout le simplexe et son seul point critique 
est xo = yo = j^, z = oug = 0. 

Puis le simplexe est divise en deux regions. La premiere correspond a 6x = \x — xo\ <^ a, 
= \y~yo\ ^ C'(l), z <^ a. Dans la deuxieme, le complementaire de la premiere dans le 
simplexe, le propagateur retrouve une borne similaire au cas Dans la premiere region, 
nous utilisons I'approximation hessienne et montrons 

pa ^ ^1 l+ak^ i+cJ Jf _ (2.4.35) 

1 + vak 

En dehors, la concavite de g nous permet de borner g{x,y,z) par son approximation 
lineaire et de montrer 

r" ^ j{e-'"^k-cp^ (2.4.36) 

II reste enfin a evaluer I'effet des commutateurs. Le commutateur [^, T] contient des termes 
du type 

m,n;K,l—l 

= (ym + 1 - Vtj Tm,n;k,l-1 + Vm + 1 (Tm+l,n;k,l " 'i^m,n;k,l-l) ■ (2.4.37) 

Le premier terme est le plus facile a borner. II est non nul sip = / — m — 1^1. Dans ce 

Vl-Vm + li^ ^ . (2.4.38) 

1 + Vl 

En utilisant, le lemme suivant 
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Lemme 2.4.7 Soit (m, /, h) G N'^ avec p = I — m — 1 ^ 1. Nous avons : 

- dans la region critique 

m,m+h\k,m+p ^ Koi'V Yn,m+h\m+p—l+h,m+p—l^ (2.4.39) 

- en dehors de la region critique 

m,m+h;k,m+p ^ K Ol\/ kl 'V Yn,m+h;m+p—l+h,m+p—li (2.4.40) 

nous avons : 

- dans la region critique, I = k — h c::^ T+c^ YWi ^ 0(1) Un facteur a 
supplemenaire vient de (|2.4.39|) si bien que nous avons une borne en 0(1) En 
utilisant une fraction de la decroissance e"'^"^^/'^ dans (|2.4.35|) , 0(1) ^ ^ y/a. 

- En dehors de la region critique, nous avons un facteur ctVkl^^jq Qui vient de ( |2.4.40| ). 
Nous pouvons utiliser pe~'^^ ^ e"*^'^ et \/ake~'^°''' ^ g-c'afc donne le facteur 
y/a attendu pour passer| de (|2. 4.361) a ( p.4.28|) . 

Nous nous interessons maintenant aux termes impliquant des differences de T. Nous uti- 
lisons les identites. 



V inl 

A{m, I, h, u) = A{m -l,l-l,h + l,u-l), for m ^ 1, (2.4.41) 



Aim, /, h, u) = + _ j^^ (2.4.42) 

m — u 



\/m{m + h)l{l + h) , , , , x . x 

Aim, /, h, u) = ^ , M m -l,l-l,h, u) 2.4.43 

(m — u)[l — u) 

avec h = n-{m + l) e%p = l-{m + l). Ainsi Trn+l,n;k,l = Tjn+l,m+l+h;l+h,l et T^.n;*;,/-! = 

^m,m+h+i;i+h,i-i- Nous pouvous alors demoutrer 



Vm+l {Tm+l,n;k,l " r„,„;fc,/-l) ^ Var^_i,™,+,,.z+/,_i ;_2 (2.4.44) 



qui acheve la preuve du theoreme |2.4.5| . □ 

Remarque 9. Nous pouvons repeter I'analyse ci-dessus et I'appliquer au propagateur de 
la theorie Nous obtenons alors 

Gln,n;k,i ^ KM-^' miu (1, (akf) e-'^(Af-2«fc+p) (2.4.45) 
qui permet de retrouver les bornes (|2.3.5|) a (p.3.8| ). 



2.5 Propagateurs et renormalisabilite 

Dans cette section, nous revenons sur le comportement du propagateur d'une theo- 
rie matricielle necessaire a I'obtention d'un comptage de puissance renormalisable. Nous 
donnons aussi notre avis sur I'etude des theories de champs non commutatives dans la 



^La region afc ^ 1 ne necssite pas une analyse aussi fine et ne sera pas detaillee ici. 
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base matricielle en comparaison de I'espace x (ou p). 

Dans le cadre de I'analyse multi-echelles et avec les conventions de la section prece- 
dente, les definitions des exposants 5q ( p.2.11|) et 5i (|2.2.12|) deviennent 

maxGL.-M-p;;^,fc-/. ^KM-''\ (2.5.1) 

max max ^KM^^^ . (2.5.2) 

p 

Nous souhaitons etudier le role de ces exposants sur la renormalisabilite d'une theorie. 
Nous supposons done que nous avons aff'aire a un modele matriciel dynamique avec pour 
contraintes la conservation du moment angulaire ( |2.2.5|) et les comportements d'echelle 
(|2.5.1|) et (|2.5.2| ) du propagateur. Dans la section |2]^, nous avons expose une methode 
permettant de retrouver relativement simplement le comptage de puissance de la theorie 

Pour cela, nous avons utilise trois bornes supplementaires sur le propagateur. 

Pour une ligne de boucle du graphe dual portant un indice de reference, nous avions 

^maxG^,„,_^,,_^^,,,_, ^™(^-^^)^ (2.5.3) 

p,k 

OU D est la dimension de I'espace. Pour le modele $4, D = 4. Pour toute ligne d'arbre 
portant un indice de reference, nous avons utilise 

J]m^GI,_,_,,,_,^,,,_, ^i^M(^-^«)\ (2.5.4) 
k ^' 

Enfin, pour les lignes d'arbre portant deux indices de reference, nous avons eu besoin de 

^maxGl_,_p,,_p^,,,_, ^KM^'^-'°^\ (2.5.5) 

k,h 

Considerons une theorie matricielle d'interaction Tr0^ et dont le propagateur obeit a la 
conservation ( p.2.5|) et aux bornes ( |2.5.1|) a (|2.5.5| ) (c'est le cas du modele ( |2.2.2|) ). En 
repetant I'analyse de la section |2]^, nous demontrons le comptage de puissance suivant 

Ag. ^i^V'^-^(5,L'+^o(V"-l)-D(y'-B))_ ^2.5.6) 

La borne (|2.5.6| ) est donnee dans le cas d'un graphe G dont toutes les lignes sont d'echelle 
i (comptage monotranche). Ce resultat est egalement valable pour toute composante 
connexe mais nous avons souhaite alleger les notations. En utilisant 

- L' = I — V + 1 (pour un graphe connexe), 

- V' = F = 2 — 2g — V + I (caracteristique d'Euler), 

- 4V" = 2J + (theorie ^^), 
la borne ( |2.5.6| ) devient 

AG^ ^K^M-'"", (2.5.7) 
uj ={6o + 5i- D)V + ^^^^N -{D-5o + 5,) + 2g{D - 5o + 5,) + D{B - 1). 
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Nous constatons alors qu'une condition necessaire a la renormalisabilite d'un tel modele 
de matrices est 

5q + 5i^ D. (2.5.8) 



Dans [pW05a|| , Grosse et Wulkenhaar avaient egalement remarque que les indices 6q et 



5i doivent etre suffisament grands par rapport a la dimension de I'espace. Si 5o + > -D, 
la tlieorie est super-renormalisable. En cas d'egalite, elle est juste renormalisable. Dans 
||GW05b|| , le comportement du propagateur matriciel de la theorie $4 a = a ete estime 
numeriquement. II a ete trouve (5o = 1 et (5i = 0. Nul doute qu'une etude fine, similaire a 
celle eff'ectuee sur le propagateur du modele de Gross-Neveu (voir section |2^) , donnerait 
le meme resultat. Rappelons que la theorie en I'absence de vulcanisation, souffre du 
melange UV/IR qui la rend non renormalisable. Dans la base matricielle, la solution a ce 
phenomene semble claire. II faut trouver un propagateur tel que 5^ + 5i = D. Toute la 
difficulte reside alors dans le choix du propagateur. 



Considerons le propagateur ( |2.4.21| ) du modele de Gross-Neveu non commutatif. Nous 



avons vu en section |2.4.3| qu'il existe deux regions de I'espace des indices du propaga- 
teur ou celui-ci a des comportements tres diff'erents. Dans I'une d'elles, le propagateur se 
comporte comme celui de la tlieorie $^ et conduit done au meme comptage de puissance 
renormalisable. Dans la region critique, le propagateur est different. Nous avons 

, i+kM--^^ i+k. i+c) _ (2.5.9) 

1 + VkM^ 

La borne precedente, obtenue par une methode du type point col, est tres precise dans le 
sens ou elle reproduit fidelement le comportement du propagateur (nous pouvons egale- 
ment montrer une borne inferieure du meme type) . Ce comportement obeit aux equations 
(I2.5.1D et ( p.5.2|) avec 6q = 61 = 1. Ainsi le modele est regulier au sens de la definition 



2.2.2| . Mais nous ne pouvons pas en conclure que la theorie a un comptage de puissance 



renormalisable car le propagateur ne reproduit pas la borne ( p.5.5|) . Cette borne est utile 



pour les lignes d'arbre du graphe dual qui portent deux indices de reference. Nous consta- 
tons done que le propagateur de Gross-Neveu ne permet pas de sommer deux indices de 
reference avec un seul propagateur. Ceci conduit egalement a du melange UV/IR dans le 
sens suivant. 

Considerons le graphe de la figure |2.8b| ou les deux lignes externes portent un indice 



i ^ 1 et la ligne interne un indice j < i. Le propagateur (|2.4.21| ) a Sq = Si ce qui 
signifie que le modele correspondant est quasi-local (si on fixe les indices d'un cote du 
propagateur, nous pouvons sommer sur les indices situes a I'autre extremite sans perdre 
de bon facteur de comptage de puissance). Ainsi il ne reste plus qu'a sommer un indice 
par face interne. 

Sur le graphe de la figure |2.8a| , si les deux lignes qui se trouvent a I'interieur sont de 
vraies lignes externes, le graphe possede deux faces brisees et nous n'avons aucun indice 
a sommer. Ainsi en utilisant deux fois la borne (p.5.1|) , nous obtenons Aq ^ M~^*. La 



somme sur i est convergente et nous retrouvons le meme comportement que la theorie $^ 
c'est-a-dire les graphes avec plusieurs faces brisees {B ^ 2) sont convergents. Cependant 
si les deux lignes se trouvant a I'interieur appartiennent a une ligne d'echelle j < i (voir 
figure |2.8b|), le resultat est different. En effet, a I'echelle i, nous retrouvons le graphe de la 
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(a) A I'echelle i 



(b) A I'echelle j 



Fig. 2.8: Coucher de soleil 



figure [2^8a| . Si nous voulons maintenir le resultat precedent (M~^*), il faut pouvoir sommer 
les deux indices des faces internes de la figure |2.8b| avec le propagateur d'echelle j. Or ce 
n'est pas possible puisque celui-ci ne permet justement de n'en sommer qu'un seul. Ainsi 
une des deux faces doit etre sommee avec un propagateur d'echelle i : 



-2j 



E 

k,h 



-2i- 



-M- 



l + k 



k 

' 1 + C 



1 + VkAF^ 



^ KMK 



(2.5.10) 



La somme sur i est ici logarithmiquement divergente. Le graphe de la figure |2.8a| est 
convergent si relie a des vraies pattes externes et divergent s'il est un sous-graphe d'un 
graphe d'echelle plus basse. Le comptage de puissance d'un graphe depend done des 
echelles inferieures a la plus basse des echelles du graphe. Nous etudierons ce phenomene 
en grand detail dans la section Nous I'avons aussi appele melange UV/IR car le 
comptage de puissance d'un graphe ne se factorise plus dans les composantes connexes 
individuelles. II serait interessant d'etudier cette autre forme de melange dans la base 
matricielle. Void en tous cas ce que nous pouvons deja en dire. 



La nouveaute vient du fait que le propagateur (|2.4.21|) ne permet pas de sommer 
deux indices de references. Le probleme se pose done uniquement pour les propagateurs 
(duaux) reliant deux faces internes a et 6, et dont I'indice d'echelle est le plus bas de tous 
les propagateurs accroches aux faces a et h. Ainsi seules les composantes connexes avec 
plusieurs faces brisees sont concernees. Notons egalement que le probleme ne se pose pas 
dans une composante monotranche. 

Nous avons par ailleurs remarque que la meilleure fagon d'optimiser les sommes dans 



la base matricielle est de choisir un arbre dual minimise (voir section |2.3| ) c'est-a-dire avec 
les lignes les plus basses possible. Au contraire, en espace x (ou p), I'arbre est maximise : 
ses lignes sont les plus hautes possible ou autrement dit il est sous arbre dans chaque 
composante connexe. Nous pouvons le comprendre encore autrement : quel que soit le 
vertex considere, la plus haute ligne qui lui est accrochee est une ligne d'arbre 



\/v e G, 31 e T \ il = 

Au contraire, un arbre minimise signifie 

\/v e G,3l eT \ ii 



■ def 

= mmtii. 



(2.5.11) 



(2.5.12) 
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Ainsi, dans un graphe dual de la base matricielle, si I'arbre (minimise) est sous-arbre 
dans une composante, celle-ci est monotranche. Le nouveau melange UV/IR vient done 
uniquement des composantes connexes dans lesquelles I'arbre n'est pas sous-arbre. J'avoue 
ne pas savoir encore exactement si c'est important et quel role pent jouer cette remarque 
dans la comprehension des modeles non commutatifs dans la base matricielle. 



De plus, remarquons que le graphe de la figure |2.8a| n'est pas renormalisable par un 
contreterme du lagrangien (voir chapitre 1). Sa divergence (logaritlimique) ne pent done 
pas etre absorbee dans une redefinition de la constante de couplage. Heureusement, il 



se trouve que la renormalisation du graphe a deux points de la figure p.8b| regularise 
non seulement la divergence quadratique de la fonction a deux points mais aussi la sous- 
divergence logarithmique de la fonction a quatre points. Dans la base matricielle, ceci 
est possible grace au fait que la soustraction de Taylor permettant d'identifier la partie 
divergente du graphe |2.8b| ne fait intervenir que les propagateurs de la face externe (voir 



GW05b|| pour des exemples). 



Nous allons finir par quelques breves remarques concernant la base matricielle. Com- 
mengons par deux inconvenients de la base matricielle par rapport a I'espace direct. Nous 
verrons aux chapitres ^ et ^que la notion d' orientabilite d'un graphe est tres importante 
(voir section p.l.2|) . Seuls les graphes non orientables souffrent de melange UV/IR. Ainsi 
les theories du type (j) -k (p -k cj) -k cj) qui ne contiennent que des graphes orientables sont 
renormalisables sans vulcanisation (nous reviendrons sur ce point en section |4.5.3|) . Nous 
n'avons pas encore identifie comment se traduit I'orientabilite d'un graphe dans la base 
matricielle. 

Le second inconvenient est essentiellement technique. Nous verrons au chapitre || que 
la renormalisation du modele de Gross-Neveu non commutatif necessite d'utiliser la parite 
de certaines integrales. De maniere generale, il me semble moins simple de travailler avec 
des sommes discretes qu'avec des integrales. De plus, I'inversion de la forme quadratique 
(I2.2.3D c'est-a-dire le calcul du propagateur (|2.2.6D est tres compliquee. Saura-t-on refaire 



cette inversion dans d'autres cas tres differents ? Notons au passage que le calcul des pro- 
pagateurs ( p.4.2|) et (p.4.14|) en espace x n'est pas completement trivial non plus mais 



neanmoins plus simple que dans la base matricielle. Le probleme vient essentiellement du 
fait que nous sommes habitues a I'espace direct. 

Outre ces inconvenients (mineurs), la base matricielle presente un certain nombre 
d'avantages a long terme. Ici a long terme signifie qu'il est, pour I'instant, plus simple 
de calculer en espace x mais que la base matricielle pourrait etre utile dans le but de 
mieux comprendre les theories de champs non commutatives (et commutatives). En effet, 
je pense que le principal atout de cette base est qu'elle ne fait pas intervenir I'espace 
sous-jacent de maniere explicite. Autrement dit, nous pourrions prendre Taction ( |2.2.2|) 
comme point de depart sans savoir qu'elle correspond a Taction (|2.2.1J ). Jusqu'a present 
et dans la limite de mes connaissances, il me semble que seules les theories de champs sur 
des deformations ont ete etudiees. Par deformation, j'entends que Talgebre (non commu- 
tative) de fonctions ou de distributions est un espace vectoriel de fonctions usuelles muni 
d'un produit non commutatif. C'est le cas de toutes les deformations isospectrales (voir 
Gay05b| , |Gay05a|| ). Ces deformations sont pratiques pour transposer ce que nous savons 



faire sur espace commutatif. Mais si nous voulons un jour unifier la mecanique quantique 
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et la relativite generale, nous devons etre capables d'ecrire une theorie qui ne s'appuie pas 
sur un espace predefini. La base matricielle pourrait nous habituer a travailler sans espace 
et a comprendre comment se traduisent, dans ce cadre, les notions notamment necessaires 
a la renormalisation telles que la localite. De plus, il est possible que I'existence d'une base 
matricielle ne soit pas restreinte au plan de Moyal. II me semble qu'il suffit de pouvoir 
definir des operateurs de creation et d'annihilation et on pent ensuite construire une base 
matricielle a partir de I'idempotent exp —aa. Neanmoins je ne crois pas a I'existence d'une 
telle base pour des espaces plus generaux dans la mesure ou sa construction fait intervenir 
explicitement le produit point a point et done se sert du caractere deforme de I'espace. 

Les theories de champs sur plan de Moyal souffrent de melange UV/IR. A partir 
de la « definition » meme de I'algebre de Moyal, = iQ^'^ , il est clair qu'il est 

impossible de se restreindre a une zone de petites distances. Sur un espace commutatif, 
la region ultraviolette est clairemement identifee. Par exemple, si a est le parametre 
de Schwinger, a proche de zero correspond a cette region. La region infrarouge I'est 
egalement {a oo). Ces deux regions sont separees et une masse non nuUe arrete le flot 
dans I'infrarouge. Sur espace non commutatif, nous avons vu que, meme en presence du 
terme additionnel de vulcanisation, certains modeles (Gross-Neveu) presentent encore du 
melange UV/IR. Celui-ci couple les differentes echelles du probleme mais n'empeche pas 
la renormalisabilite de la theorie. De plus, le flot du groupe de renormalisation est arrete 
dans la zone a ^ oo meme a masse nulle. Ainsi les regions ultraviolette et infrarouge ne 
sont pas aussi clairement identifiables que sur espace commutatif. Dans la base matricielle, 
les indices des propagateurs sont dans N. II n'y a qu'une seule region a I'infini qui pourrait 
etre a la fois I'ultraviolet et I'infrarouge. 

Bien que par certains cotes, les calculs dans la base matricielle soient plus compliques, 
elle permet de simplifier I'interaction. Nous verrons dans les deux prochains chapitres 



que les oscillations presentes dans I'interaction (equation (|2.1.22|) ) contiennent beaucoup 
d'information concernant le comptage de puissance et les contretermes de la theorie. Au 
moins pour le modele I'interaction dans la base matricielle est tres simple (Tr0^) et 
ne contient pratiquement plus aucune information. L'essentiel provient alors du propa- 
gateur. Dans ce formalisme, nous pouvons calculer le comptage de puissance facilement, 
notamment toute la dependance topologique. Pour I'instant, dans I'espace x, seul un cal- 
cul exact (voir [pR|] ) le permet. Notons aussi que la base matricielle a permis des calculs 
non perturbatifs (developpement des fonctions de correlations en puissance du genre du 
graphe) mais neanmoins restreints a des modeles possedant une certaine structure soluble 
(voir IIGSOGzJ , |GS06b| , iGSOSj ). 



Enfin, je pense qu'il faudrait mieux caracteriser le melange UV/IR dangereux dans la 
base matricielle. Nous avons vu qu'une condition necessaire a son apparition est So + 61 < 
D. Cette condition n'est pas suffisante car une theorie dont la contrepartie commutative 
est non renormalisable, comme 0g sur plan de Moyal, la remplirait egalement. Nous pour- 



rions etudier la theorie ( p.2.1| ) a f2 = mais avec I'interaction (j) -k(j) -k(j)'k(j). Cette theorie 



est renormalisable (voir la section |4.5.3D mais son propagateur est tel que 60 + 61 < D. 
Cette etude nous permettrait egalement de clarifier la notion d'orientabilite dans la base 
matricielle. 
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Chapitre 3 
Le modele 



Ces idees qui survolent I'espace et qui tout a coup, se 
heurtent aux parois du crane. 

Emile-Michel Cioran 



La theorie $4 (voir I'equation (|3.1.1| )) constitue un premier modele simple a etudier 
en espace x. C'est le modele dont Grosse et Wulkenhaar ont montre la renormalisabilite. 
C'est done un bon moyen de developper des outils en espace x. Nous avons vu au chapitre 
precedent comment analyser cette theorie dans la base matricielle. Celle-ci a de nombreux 



avantages sur I'espace direct que j'ai resumes en section |2.5| . Neanmoins je pense que 
I'espace x est un intermediaire de qualite. Mon opinion est que, tot ou tard, il faudra plus 
ou moins s'abstraire de I'espace. Pour effectuer cette transition, I'etude des theories de 
champs non commutatives en espace x pent s'averer utile. En effet, I'espace direct nous 
permet de comparer facilement le comportement (entre autres du point de vue du groupe 
de renormalisation) d'une theorie non commutative avec son homologue commutatif. Puis 
nous pourrions traduire cette experience dans la base matricielle ou dans un langage ne 
faisant pas intervenir explicitement I'espace sous-jacent. 

Au-dela de la perturbation, seules les techniques constructives ||Riv91|| permettent de 
definir une theorie des champs. La theorie constructive s'appuie sur I'espace x. Pour definir 
une theorie des champs non perturbativement et sans utiliser explicitement I'espace x, il 
faudrait commencer par developper des techniques constructives dans la base matricielle. 
En attendant, il y a un bon espoir de pouvoir construire la theorie $4 non commutative 
au moins en espace x. En effet, bien que les theories de champs sur espace non commutatif 
souffrent de divergences (ultraviolettes) , il semble que les flots soient regularises. C'est, 
en tons cas, ce que Ton constate pour <l>^. La fonction Px a ete calculee dans ||GW04|| a 



I'ordre d'une boucle. Au contraire du modele commutatif, asymptotiquement fibre dans 
I'infrarouge, la theorie non commutative a un ffot borne. Ceci devrait permettre de definire 
non perturbativement le modele $^ non commutatif. 
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3.1 La theorie 



3.1.1 Le lagrangien 

Dans ce chapitre, nous etudions une theorie II s'agit d'une theorie scalaire reelle 
avec interaction quartique. Elle est ecrite sur I'espace de Moyal quadri-dimensionnel Mq. 
Sa fonctionnelle action, introduite dans ||GW05b|| est 

S[(P]= /"c/4^('-la^0^5/^0 + ^L(5^0)^(5M0) + 1^2^^^^^^^^^^^ A^^^j ^3_^_^^j 
/ \ 2 2 2 4 / 

avec Xfj, = 2{Q~^x)fj^. Nous nous placerons toujours dans le cas euclidien. La metrique 
employee est done g^^, = 5^^. 

Le propagateur C de la theorie $^ non commutative est le noyau de I'inverse de 
I'operateur —A + VL^x^ + rn? . Dans notre cas, ce noyau est connu comme sous le nom de 
noyau de Mehler ||Sim79|, |GRVTOq 



C{x,y) 



dt 



coth{2Q.t)(x~yY ~^ t&iih.(2nt){x+y)'^ -rn^t 



(3.1.2) 



Le vertex de la theorie <I>^ non commutative est compose d'une fonction delta et d'une 
oscillation^ (voir coroUaire p.l.4|) : 



/ dx(t)*^{x)= I 'Y\_dxi(t){xi) 5{xi — X2 + x-i — Xije^''' , (3.1.3) 
i=i 

4 

<^= ^ (-l)'+^'+^x,Ax,-. 

i<j=i 

Grace a la fonction delta, I'oscillation pent etre ecrite de plusieurs fagons. 

5{Xi - X2 + X3 - X4)e*'^ =5{Xi -X2+X-i- a;4)e"i^^2+*X3Ax4 

=5{xi - X2 + X3 - X4)e"*^"^+*"^^"^ 
=5{xi - X2 + X3 - X4) exp2(xi - X2) A {X2 - X3). 

L'interaction est reelle et positive^ : 

j Y\ dxi(j){xi) 5{xi - X2 + X3- 2:4)6*' 



(3.1.4a) 
(3.1.4b) 
(3.1.4c) 



(3.1.5) 



2 = 1 

dk 



dxdy (j){x)(f){y)e 



ik{x—y)+ixAy 



Elle est egalement invariante par translation comme I'indique I'equation ( |3.1.4c| ). Dans la 
suite de ce chapitre nous demontrons, en espace x, le theoreme suivant 



^La difference de sig ne dans I'osdllation entre les equations ( t?.1.3 ) et ( 2.1.22 ) est non pertinente 
comme le montre ( 3.1.5[ ). 

''Une autre fagon de le montrer est, a partir de ( 2.1.15| ), (j)*'^ = 0*^. 
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Theoreme 3.1.1 (BPHZ) La theorie quantique des champs definie par I'action 
est renormalisable a tous les ordres de perturbation. 

Dans toute la suite de ce chapitre, nous utiliserons I'analyse multi-echelles (voir la section 



3.1.2 Orientation et variables d'un graphe 



La fonction delta ( p.l.3|) de I'interaction nous indique que le vertex est un parallelo- 




gramme. Pour simplifier, nous le representerons soit sous forme d'un losange (Fig. 
soit comme un carre. 

Nous associons un signe, + ou — , a chacune des quatre positions du vertex. 
Ce signe alterne d'une position a I'autre et reflete les signes intervenant dans 
I'argument de la fonction delta. Par exemple, la fonction delta associee au 
vertex de la figure ^]T] doit etre pensee comme 5{xi — X2 + x^, — x^^) et non 
5{—Xi + X2 — X3 + X4). Le vertex etant invariant par permutation cyclique, 
nous pouvons choisir le signe de I'une des quatre positions. Les signes des FiG. 3.1: 
trois autres sont alors fixes. Nous dirons qu'une ligne est orientable si elle Un vertex 
joint un point + a un point — . Dans le cas contraire nous la qualifierons de 
non orientable. Par definition, un graphe est orientable si toutes ses lignes le sont. Nous 
particulariserons les lignes orientables en leur joignant une fleche allant du — vers le +. 
Les positions — seront done definies sortantes et les + entrantes. 

Soit un graphe G. Nous choisissons un arbre optimal T generateur enracine. L'orien- 
tation du graphe c'est-a-dire I'attribution des signes a chaque vertex est determinee par 
I'orientation de I'arbre. Au vertex racine, nous choisissons une position a laquelle nous 
attribuons un signe +, une position entrante. Quand le graphe n'est pas un graphe du 
vide, il est pratique de choisir comme racine un vertex possedant une ou plusieurs pattes 
externes. Dans ce cas, nous choisissons une position externe pour ce signe +. Quelle que 
soit cette position, une fois son signe fixe, les signes des trois autres sommets de la racine 
sont determines. Ainsi en imposant I'orientabilite des lignes de I'arbreQ, nous induisons 
une attribution des signes ou orientation des vertex et des lignes de I'arbre. Chaque ligne 
possede une et une seule fleche. Ces fleches sont alternativement entrantes et sortantes 
autour d'un vertex (flgure p.2a| ). Remarquons qu'avec cette procedure, un arbre est tou- 



jours orientable (et oriente). Les lignes de boucles peuvent alors etre orientables ou pas. 



Definition 3.1.1 (Ensembles de lignes) Nous definissons 
T = {lignes d'arbre} , 

£ = {lignes de boucles} = £0 U £+ U £_ avec 
£0 = {lignes de boucles (+, — ) ou (— , +)} , 
£+ = {lignes de boucles (+, +)} , 
£_ = {lignes de boucles (— , — )} . 



■^C'est possible grace a I'absence de lignes de boucles. 



90 



Chapitre 3 - Le modele $4 





l(2;i)v+l + 2 

(a) Orientation d'un arbre 

Fig. 3.2: Orientabilite et ordre 



2 (^2) 
(b) Ordre total 



II est pratique de munir I'ensemble des variables de vertex d'un ordre total. Pour cela, 
nous commengons par la position racine et tournons autour de I'arbre dans le sens trigo- 
nometrique. Nous numerotons les positions dans I'ordre dans lequel elles sont rencontrees, 



voir la figure |3.2b| . Alors nous pouvons ordonner (partiellement) les lignes internes et les 
positions externes. 

Definition 3.1.2 (Relations d'ordre) Soient i < j et p < q dans N. Pour toutes lignes 
/ = (i, j), /' = (p, g) G T U £, pour toute position externe Xk, nous definissons 

/ -< I' si i<j<p<q 

I -< k i < j < k 

I (Z I' p < i < j < q 

k C. I i < k < j : "I contracte au-dessus de Xk" 

I K I' i < p < j < q. 

Nous etendons ces definitions aux ensembles de lignes definis en |3.1.1| . Par exemple, nous 



ecrirons £0 x ^+ au lieu de ^ CqX C 



+ 1 



?'}. Nous definissons egalement I'en- 



semble suivant. Soient 5*1 et 5*2 deux ensembles de lignes, 

81^82= {{1,1') e 5i X ^2, / X ou / X /'}. (3.1.6) 

Par exemple, sur la figure [3l2E| , £1 -< £4, I2 C £1, >- Xi. Remarquons aussi qu'avec de 
telles conventions de signes, une ligne orientable joint toujours une position paire (— ) a 
une position impaire (+). Nous allons maintenant definir de nouvelles variables. Celles-ci 
seront relatives aux lignes du graphe alors que les variables utilisees jusqu'a maintenant 
sont des variables de vertex. Toute ligne orientable / joint une position sortante a 
une position entrante Nous definissons ui = xi+ — xi^ comme la difference entre les 
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positions entrante et sortante. Pour les lignes non orientables, ui est aussi la difference 
entre ses deux extremites mais le signe est arbitraire et donne dans la definition p.l.3| . Les 



variables ui sont appelees variables courtes. Les variables longues sont definies comme la 
somme des deux extremites des lignes. Nous les designerons par Vi = xi+ + xi_ pour les 
lignes d'arbre et = xe+ + pour les boucles. 

Definition 3.1.3 (Variables courtes et longues) Soient i < j. Pour toute ligne / = 
(z,j) GT uc, 

ui = < Si — Sj V/ G C+, (3.1.7) 

[ Sj — Si yi G C-. 

vi=Si + Sj MleT (3.1.8) 
wi=Si + Sj \/l e C. (3.1.9) 

Avec cette definition, le propagateur correspondant a une ligne / s'ecrit : 



fi2 dt, 



0^-^^ Jo smh.\2nti) 

Le signe cyclique aux vertex et I'ordre induit sur les positions par la rotation autour de 
I'arbre nous permet de donner un signe a chaque ligne : 

Definition 3.1.4 (Signe d'une ligne) Soient i < j. Pour toute ligne / = G Tu£, 

e{l) = +1 V/ G T U £o si z est pair 

= +1 

= — 1 T U Co si z est impair 

= -1 £+. 

3.1.3 Resolution des fonctions delta 

Nous nous donnons ici une regie pour resoudre de fagon optimale les fonctions delta 



de vertex. De plus cela nous permettra de factoriser la fonction delta globale (voir (|3.1.3| )) 
pour chaque sous-graphe a quatre points. Une telle procedure est appelee, en anglais, 
« position routing ». C'est I'equivalent en espace x du « momentum routing ». II n'existe 
pas de maniere canonique d'effectuer une telle distribution. Cependant nous pouvons 
rejeter I'arbitraire du procede dans un choix d'arbre. Ce choix est cependant contraint 
(mais pas fixe) par I'attribution des indices. Ainsi etant donne un graphe G, nous pouvons 
choisir un arbre generateur enracine (rooted spanning tree). Une fois ce choix fait, il existe 
une procedure canonique de resolution des fonctions delta. II est pratique d'introduire un 
systeme de branches. A chaque ligne / de I'arbre nous associons une branche b{l) formee 
des vertex situes au-dessus de /. Void comment nous definissons au-dessus. A chaque 
vertex z/, il existe une unique ligne d'arbre descendant vers la racine. Notons-la l^. A 
contrario, a chaque ligne d'arbre / correspond un unique vertex u tel que li, = I. Nous 
definissons egalement T-'i, comme I'unique ensemble de lignes de I'arbre joignant z/ a la 
racine. Ainsi la branche b{l) est I'ensemble de vertex defini par 

6(0 = {z/ G G : / G P,}. (3.1.11) 
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Sur la figure [Ob] , la branche b{l2) = {2,3,4}. Nous pouvons maintenant remplacer I'en- 
semble des fonctions delta de vertex par un nouvel ensemble associe aux branches. Si 
le graphe G a n vertex, I'arbre est compose de n — 1 lignes. II est done constitue de 
n — 1 branches. A chaque vertex u, nous remplagons la fonction 5v(X]^=i(~l)*^^^i'J P^'^ 
^iJ2u'eb{i^) J2t=ii~^y^^ ^v'i) ' sensu il n'existe pas de branche contenant la racine 

de I'arbre (ce serait I'arbre tout entier) si bien qu'il faut rajouter a ces n — 1 nouvelles 
fonctions delta, la fonction de racine definie par ^G{^„'^G^t=ii~^y~^^-'^i''i) ■ Nous avons 
ainsi redefini n fonctions delta. Ce changement dans la distribution des positions est clai- 
rement triangulaire. C'est la structure en arbre qui I'assure. 

Precisons maintenant les arguments de ces nouvelles fonctions delta en termes des 
variables courtes et longues. Dans ce but, il est commode de definir I'ensemble b(Z) de 
lignes bouclant a I'interieur d'une branche b{l) donnee : 

b{l) = {I' = (x^, x^') eG:u,u'e b{l)} . (3.1.12) 

II existe egalement des lignes / = (xjy,x^/) avec u G h{l) et u' ^ 6(/). De meme h{l) pent 
contenir des positions externes. Nous noterons X{1) I'ensemble des positions externes de 
la branche h{l) et des extremites des lignes bouclant a I'exterieur de cette branche. La 
definition des variables courtes et longues entraine done, pour u fixe, 

4 

Y.^-ir^'x,, = Yl E E E ^(^)^^ (3.1.13) 

v'&b{i^) i=i «6(ru£o)nfa(«^) ^£C+r^b(l^) ^&C-r^b(l^) e£X{i„) 

ou 77(e) = 1 si la position e est entrante et —1 sinon. A titre d'exemple, la fonction delta 
associee a la branche 6(^2) de la figure p.2b| est 



5(1/ - 2 + X3 + X4 + + + Mig - Wi^). (3.1.14) 

De meme la fonction delta de la branche complete est 

5{xi - X2 + X3 + X4 + ui^ + ui^ + + + - wi^). (3.1.15) 
Notons finalement le cas particulier de la fonction delta de racine : 

^ciy ^ + ^ - ^ u/f + ^ r]{e)x^ (3.1.16) 
leTuCo eec+ eeC- ee£(G) 

ou £{G) est I'ensemble des points externes de G. Remarquons que si le graphe est orien- 
table (£+ = £_ = 0) alors la fonction delta de racine (|3.1.16| ) ne contient que les points 



externes et la somme de toutes les variables ui du graphe. 

Nous allons maintenant utiliser les n — 1 fonctions delta de branches pour resoudre 
les longues variables vi, I E T de I'arbre. C'est le choix optimal. Les integrations sur les 
longues variables vi ou wi coutent M^*' . De plus, I'arbre etant choisi optimal, les vi sont 
les variables les plus longues. D'apres (|3.1.13| ), nous avons 



+ ^(e)a;e)- (3.1.17) 



i'e{TuCo)nb{i) eec+nb{i) eeC-nb{i) e&x{i) 
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II existe ei e tel que Xe^ = ^{r]{ei)ui + vi) (voir definition |3.1.3| ). Ce point externe est 
une extremite de la ligne I. Ainsi 6b(i) donne 



vi = - ri{ei)ui - 2ri{ei) 



J2 

/'G(ru£o)nb(/) 



(3.1.18) 



e&X{l)\{ei} 



Nous avons alors utilise n — 1 fonctions delta (une par ligne d'arbre). La derniere est 
conservee (la fonction delta de racine). EUe est I'equivalent de la conservation globale des 
moments dans les theories des champs habituelles. 



3.2 Le facteur de rosette 

Cette section est une preparation au comptage de puissance. Elle nous sera egalement 
utile dans le chapitre || sur le modele de Gross-Neveu non commutatif. Dans la section 
precedente, nous avons constate que les oscillations, venant de I'interaction, s'expriment 
en fonction des variables de vertex. Au contraire, les propagateurs utilisent plus naturelle- 
ment les variables de lignes u et v (w) . Evidemment ces deux ensembles de variables sont 
equivalents. Cependant il n'est pas tres commode d'utiliser deux jeux de variables. Nous 
allons done reexprimer les oscillations en termes des variables courtes et longues. 

Strictement parlant, nous n'aurons pas besoin dans ce chapitre de I'expression exacte 
de I'oscillation totaleQ. En realite, il nous faut seulement quelques informations concernant 
les graphes non planaires {g ^ 1) ou avec plusieurs faces brisees {B ^ 2). II se trouve 
qu'un travail similaire a deja ete effectue par Filk ||Fil96|| . Dans cet article, Filk travaillait 
en espace des moments avec le propagateur habituel c'est-a-dire I'inverse du laplacien. 
Ainsi nous pouvons retrouver ses resultats en mettant toutes les variables u a zero dans 
les expresions qui suivront. Ceci correspond a la conservation des moments. Remarquons 
aussi qu'en espace p la fonction delta de vertex est 6{pi + P2 + Ps +^4)- Or nous avons 
vu dans la section |3.1.2| que c'est I'alternance de signes dans I'argument de la fonction 



delta de vertex qui est responsable de la notion d'orientation d'un graphe non commu- 
tatif. C'est pourquoi dans Particle de Filk il n'est pas fait mention de lignes orientables 
ou non orientables. L'espace des moments n'est pas adapte pour faire une telle distinction. 

Dans la suite nous nommerons facteur de rosette I'ensemble des oscillations de 
vertex ajoutees a la fonction delta de racine. De plus nous designerons par / une ligne 
d'arbre et par £ une ligne de boucle^. La premiere etape vers une recriture complete des 
oscillations de vertex consiste en une « reduction de I'arbre ». II s'agit d'exprimer les 
variables de I'arbre en fonction des u et v. Soit un graphe G d'ordre n. II contient 2(n — 1) 
positions dans I'arbre. Les 2(n + 1) positions de boucles et variables externes restantes 
sont designees par Sj. En utilisant I'invariance cyclique des vertex et les fonctions delta, 
nous obtenons (voir HGMRVl"^ pour une preuve) : 



■^Cependant toute I'information nous sera utile pour le modele de Gross-Neveu. 

''Si une ligne appartient a un ensemble contenant des lignes d'arbre et de boucles, nous la noterons I. 
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Lemme 3.2.1 (Reduction de I'arbre) Le facteur de rosette apres le premier mouve- 
ment de Filk est I^Wdj, \GMRVTOdiJ : 

(5(si-S2H S2n+2 + ^^,^1) exp lip (3.2.1) 

2n+2 

ou^=^ A + - ^ e{l)vi Aui- ^ ui A uv 

i<j=o leT r-<r 

{i&r,i^i} {i£T,i>~i} 



et e{l) obeit a la definition \3.1.4- 



L'etape suivante consiste a exprimer toutes les variables de boucles avec les u et w. Dans 



||GMRVT06|1 , nous I'avons fait pour les graphes planaires reguliers {g = et B = 1). 
Dans la suite nous aurons besoin du cas general^. Nous designerons les (vraies) variables 
externes par sj^,, k G |1, A^] = [1, A^] fl Z et ecrirons C£o = ^+ U 

Lemme 3.2.2 Le facteur de rosette d'un graphs general est : 

N 

k=l l&TuCo i&C+ i&C- 



avec ip = ipE + ^px + '^u + Vvf, 

k<l=l 



N 

U{CCoDjk) 



^^^^^^ ^ + ^ E ^ ^ 

T C 



2 



'^En fait nous n'aurons besoin que du cas orientable. Cependant il reste a prouver que les graphes non 
orientables du modele de Gross-Neveu sont convergents. Pour cela I'expression des oscillations pour un 
graphe completement general sera utile. 
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(£+IXl£_) 
U(£+x£+)U{£_ix/:_) 

+ ^ £{<^')wi> Aui+ ^ UiA €{i')wi> 

((ru£o)c£o) (C£ocC£o) 
U((ru£o)^C£o) U((ru£o)-<C£o) 

+ ^ ui> Aui+ ^ A n^/ 

(ru£o)^(Tu£o) (ru£o)cC£o 

+ ^ ^ ue>Aui + ^ ^ uiAui', 

U{C+ x£+)U(£- ix£_) U(£+xi£_)U(£_ xi£+) 



(CokCo) {CodCCo) 
U(Cz;oixC£o)U{£oXC£o) U(C£o^C£o) 

Oil appartient toujours a V ensemble de gauche. 



Wi, 



Demonstration. Comme explique dans la section |3.1.3| , la fonction S de racine est donnee 
par 

N 

k=i leTuCo eec+ i&C- 

On exprime maintenant les variables des champs de boucles en termes des variables u et 
w. Ainsi le terme quadratique dans les variables externes est 

N 

E i-^y"^''^''^. ^ ■ (3-2.4) 

k<l=l 

Soit une variable externe Sj^. Les termes lineaires dans cette variable sont : 

i<jk i>jk 

+ E (-1)"=^^. A + E A i-iy-s,^ (3.2.5) 

ou les Sj sont toutes des variables de boucles. Soit une ligne de boucle i = -< jk- 
Sa contribution a (fj^, est : 

[{-iy^% + {-iy^h,]A{-iy'^s,,. (3.2.6) 
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A partir des definitions |3.1.3| et |3.1.4| , on a 



Le resultat en termes des variables U£ et wi depend de I'orientabilite de la ligne de boucle. 

(3.2.7) 



[{-ir's, + (-l)^'-^^.,] A (-1)^-'=. 



siie Co 

si £ e £+ u£_. 



De la meme fagon si ime ligne boucle au-dessus de la variable externe Sj^ , sa contribution 

a v?jfe est : 



[{-iy+h, + {-iys,]Ai-iy''s 

- e{l)w, A {-ly^s,^ 

u,A{-iy^Sj^ 



Jk 



(3.2.8) 



si £ e £0 



Finalement le terme lineaire en Sj^, est 



"Pjk 



(3.2.9) 



((ru£o)-<jfc) 

U(C£oDjfc) 



CCo)^jk 



(C£o-<jfc) 

u(/;o3jfe) 



Considerons une ligne de boucle i = {p,q). Sa contribution au facteur de rosette se 
decompose en un terme « pur boucle » et un terme « arbre-boucle ». Nous detaillerons le 
premier. Le second est obtenu par la meme methode. Le terme pur boucle est : 



ifhb = 5^(-l)'+^s, A (-1)% + 5^(-l)% A i-iy+'s, + i-iy+^+hj, A s 

i<p p<i 

+ Y^-^y^"'^ A (-1)% + 5^(-i)% A (-1)^+^.. 

i<q q<i 



i<p q<i 

+ J2 (-1)*^'^^ A li-iy^'sp + i-iys,] + (-l)^+^+^Sp A s, . (3.2.10) 

p<i<q 

Six possibilites s'off'rent alors a une autre ligne de boucle i' = Elle pent suivre i 

ou la preceder, la contenir ou etre contenue par elle, la croiser par la gauche ou par la 
droite. De plus les lignes i et £' peuvent etre orientables ou pas. Nous n'allons pas exhiber 
toutes ces diff'erentes contributions mais nous allons donner la methode employee pour les 
obtenir grace a deux exemples. Le lecteur remarquera que la procedure est completement 
semblable a celle employee pour le terme (pj^. 
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Soit {£, i') e £o tel que i' x i. La ligne i' croise alors i par la gauche comme definie 
en p.l.2| . Le terme correspondant est : 



i-iy-'h, A [i-iys, + (-1)%] + i-iy^'s, a [{-ir's, + i-iys,] 

-ly-'h, A i-ue) + i-iy^'s, A (-eWu'f) 

(n^ A ue + e{i.')we ^Ui + e{i)wi A ue> + e{i)we A e{i')we) . (3.2.11) 



= i-iy-'h, A i-ue) + (-iy+\' 
_ 1 
~ 2 

De meme si £ G Co, i' G telles que i C i' , on a : 

{-1^-% A [(-1)% + (-l)^s,] + [i-iy\ + {-!)%] A (-1^+^., 
= {-ly^hi A (-M^) + (-M^) A (-ly+^Sj = M£ A M^/ (3.2.12) 

On precede de la meme maniere pour les autres contributions et on obtient le facteur 
« pur boucle » suivant : 

m= ^Xl^(^)^^^^^ (3.2.13) 
c 

+ ^ e{i')wi> Aui+ ^ UiA e{i')wi' 

(CoCCo) (£o-<C£o)U(C£ocC£o) 

CotxCo CqxGCo 
Co xCCq 

+ i ueA e{i')we' + ui> A e{i)we 

{£+IXl£_) 
U{£+k£+)U(£- x£-) 

+ ^ XI e{i')we A e{£)we + Y 4^')we' A e{i)we 

(£oX^;o)U(C£oxC£o) (A)DC£o) 
U(£oXC£o) U(C£o^Cz:o) 

+ X^ n^/ Aui + X^ A 

1 ^ 1 ^ 

+ - 2^ A U£ + - 2^ UiAui> 

(CotxCo) (£oXC£o) 

u{£+ k£+)u(/:- x£-) u{/:+ xC-)u{C- >iC+) 

Enfin il reste le terme « arbre-boucle » : 

^ab= Y ««'A(-1)%+ Y (3.2.14) 
{l'eT,l'-<p} {I'eTj'yp} 

+ Y Ui,A{-iySg+ Y (-l)%AUi, 

= Y ^fA[(-1)%+(-1)%]+ Y + (-!)%] a 

{l'eT,l''<p} {l'eT,l'yq} 
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= Y UiAui> + ^ ui' A Ui 
u(C/;,or) 

+ ^ e{i)wi Aui' + ^ ui' A e{i)wi. □ 
u{C/:o^r) 

Corollaire 3.2.3 Le facteur de rosette d'un graphe orientable est 

N 

S(Y,{-iy'^'s,,+ J2 ^i) exp^^ (3.2.15) 



k=l l&TUC 

avec (f = (fE + (fx + + ^w, 

N 
k<l=l 
N 

T c 
+ \Y1 ^^^^^^ ^ + ^iO^^' A + Y 

CtxC (TUC)CC 

+ Y n/' A u/ + ^ ^ U£/ A Ui, 
(ru£)-<(ru£) ckc 

CskC 

Demonstration. II suffit de faire = = dans I'expression generale du lemme 



A ui 



3.2.2. □ 
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Corollaire 3.2.4 Soit un graphs regulier planaire (g = et B = 1). Son facteur de 
rosette est IGMRVTOdj] 



N 



H ui)e^v^^ (3.2.16) 



k=i leTuc 



avec if = ipE + + ^u, 

N 
i<j=l 



N 

k=i (ru£)-<fc (ru£)^fc 



(^(7 = ^ E e{l)vi A + ^ E e{i)wi A m 
r c 

(Tuc)cc (ru£)-<(ru£) 



Demonstration. Le graphe n'ayant qu'une seule face brisee, il y a toujoiirs un nombre pair 
de champs entre deux variables externes. Dans ce cas, jk et k ont meme parite. Ainsi, en 
effectuant le changement de variables Sj^ —^Xk, le terme quadratique dans les variables 
externes s'ecrit : 

N 

J2{-iy^'^^XiAxj . (3.2.17) 

i<j=i 

De plus les contraintes g = et B = 1 impliquent que le graphe est orientable {C = Co).En 
effet, considerons une ligne de boucle £ (ce sont les seules a pouvoir etre non orientables) 
reliant Sj a Sj+2p. Ces deux positions ont alors meme parite. Entre les deux bouts de 
la ligne £ se trouve un nombre impair de positions. Ainsi soit £ boucle au-dessus d'une 
variable externe et -B ^ 2, soit une autre ligne de boucle la croise et g ^ 1. 



Finalement en otant du resultat du lemme 3.2.2 les termes concernant les croisements, les 



lignes bouclant au-dessus de variables externes et les lignes non orientables, on obtient 
(|3XT^ ). □ 



L'information principale a retenir de cette section est, pour les graphes orientables, 

- si le graphe est non planaire, le facteur de rosette contient des oscillations du type 

w Aw, 

- si le graphe a plus d'une face brisee (il existe des lignes de boucles qui contractent 
au-dessus de points externes), le facteur de rosette contient des oscillations du type 
X Aw. 
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3.3 Comptage de puissance 



La premiere etape d'une analyse multi-echelles consiste a « decouper » le propagateur 
en tranches puis obtenir une borne superieure dans chaque tranche : 



Q=j2ci,ci = < 



1=0 



r /.A/-2(i-i) 

dtCi{t] ) siz^l 

Af-2i 
00 

dtCi{t; ) siz = 0. 



(3.3.1) 



Lemme 3.3.1 Pour tout i ^ N, il existe K, k ^ M+ tels que 
Cette borne est aussi valable si m = 0. 



(3.3.2) 



La preuve du lemme precedent est similaire a celle du lemme |1.2.1| . Notons cependant une 
difference essentielle. La tranche i = represente la zone infrarouge de la theorie. Dans 
une theorie massive commutative, le propagateur, dans cette tranche, obeit a la meme 
borne que dans les autres tranches. On dit que la masse arrete le ffot dans I'infrarouge. 
Toute la region infrarouge pent etre traitee d'un seul coup, nul besoin de decouper cette 
zone comme nous I'avons fait pour I'ultraviolet. Si on etudie une theorie de masse nulle, 
on est oblige de diviser cette derniere tranche pour etudier le comportement infrarouge 
avec soin. Si on ne le fait pas, on obtient des amplitudes infinies dans cette tranche. Au- 
trement dit les propagateurs ne sont plus suffisants pour integrer sur les points internes du 
graphe. Dans la theorie non commutative tout comme dans le modele de Gross-Neveu, 
le propagateur a masse nulle obeit a la meme borne dans toute les tranches y compris 
I'infrarouge. Ce comportement est du au terme supplementaire en dans le propagateur. 
Dans ces theories, la facteur de divergence globale du propagateur est remplace par 
sinh"^/^ t qui se comporte comme e~^*/^ a t grand. Ceci remplace la masse. Le potentiel 
harmonique est bien, en ce sens, un potentiel confinant qui elimine les divergences 
infrarouges usuelles. 

La suite de cette section est dediee a la preuve du lemme suivant. 

Lemme 3.3.2 (Comptage de puissance) Soit G un graphe orientable connexe. Quel 
que soit ^2 G ]0, 1], il existe K tel que son amplitude amputee Aq integree contre des 
fonctions test est bornee par 



i,k 



N 



avec co'(G'fc) = < 



si G\ est non orientable, 
ou si G\ est orientable, g = et B ^ 2, 
+ 4 si G\ est orientable, g ^ I, 
— 4 si Gl est orientable, g = et B = 1. 



(3.3.3) 



(3.3.4) 
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Demonstration. L'amplitude amputee d'un graphe G connexe avec I'attribution d'echelles 
yU, integree contre des fonctions test s'ecrit 



N 



= / Y\.^^i fi(^i^^GY\_^^i^^i^m^i'i^i^^i)Y\.^^'^^^^^<^'^^^ (3.3.5) 

1=1 leT £ec 

ou ip est I'oscillation totale des vertex et ou nous avons utilise les notations de la section 
3.1.31 pour les fonctions delta. Nous allons tout d'abord montrer comment obtenir la borne 
en — 4 qui est la plus simple. Pour celle-ci, nous n'avons pas besoin des oscillations. 
Ainsi en prenant la valeur absolue de l'amplitude et en utilisant la borne (|3.3.2D , 

r ^ 

\A^^\ ^ K^Hm'^^^^'^ / n^^^/^(^05Gn^^'^^''^M0e-'*''"''"''-'''"'"''"' (3.3.6) 
zeG i=i leT 

eec 

Les fonctions delta de branches 6h(i), I G T nous permettent d'integrer sur les longues 
variables de I'arbre. Les decroissances exponentielles obtenues (en remplagant vi par sa 
valeur dans les propagateurs) sont bornees par 1. La derniere fonction delta de racine 
(de I'arbre de Gallavotti) est utilisee pour integrer sur une patte externe. Les autres sont 
integrees avec des fonctions test. Nous avons alors 

I^gI ^ K^l[M^^''+'^ I ndn,e-^*^"^'l"'l (3.3.7) 
i&G leT £eC 

Remarquons que nous ecrivons K pour toute constante inessentielle. Ainsi K prendra 
differentes valeurs au fur et a mesure de la preuve. Pour toute ligne / G G, I'integration 
sur la variable ui donne C(M~^*^*'"'"^)) et I'integration sur vi (ou wi) donne 0{M^^^^~^^^). 
Pour toute ligne de boucle £ G £, le produit de ces deux integrations est d'ordre C(l). 
Ainsi l'amplitude de G est bornee par 

I^gI ^ ^" n M^^''^^^ n M^^^'^-^^l (3.3.8) 
«eG /er 



De fagon completement standard ||Riv91|| , nous distribuons le comptage de puissance parmi 
les composantes connexes. 

]-[j^^2(,+i)^j-jjj^2^j-j J] J] J]m2, (3 3 9) 

leG l£G i=0 «6G(i,fc)eN2/ (i,fc)eN2 ZGG^ 

JJm^(*+)=JJ Yl M^= Yl Y[m\ (3 3 10) 

leT /Gr(i,fc)eN2/ (i,fc)eN2 k^t^ 

Ainsi, en utilisant 4n = 2J + A^, ( |3.3.^ ) devient 

Yl M-^"(^'^), (3.3.11) 
(i,fc)eN2 

avec uj{Gl) =N{Gi) - 4 (3.3.12) 
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ce qui prouve la partie du lemme p.3.2| conernant les graphes planaires reguliers. 



Interessons-nous maintenant aux graphes non orientables. Quelle que soit leur topolo- 
gie, nous souhaitons prouver qu'ils convergent au moins comme M~^\ Pour ces graphes-ci 
non plus nous n'utiliserons pas les oscillations de vertex et pouvons prendre la valeur abso- 
lue de I'amplitude. Nous avons vu dans la section p.l.3| que la fonction delta de racine d'un 



graplie non orientable contient, en plus des points externes et des variables u du graphe, 



les variables w des lignes (de boucle) non orientables (voir ( |3.1.16| )). Ainsi au lieu d'utiliser 
cette derniere fonction delta pour integrer un point externe, nous pouvons resoudre une 
variable w d'une ligne non orientable. Par rapport au comptage de puissance ( p.3.12 



nous gagnons alors M~^* si I'echelle minimum de G est i. Ceci prouve que les graphes 
non orientables sont convergents. Neanmoins nous avons besoin de plus que cela. Nous 
souhaiterions obtenir que toutes les composantes connexes (c'est-a-dire les sous-graphes a 
renormaliser) non orientables sont convergentes. Pour cela nous devons optimiser I'emploi 
des fonctions delta. En effet, il n'est pas toujours optimal d'utiliser toutes les fonctions 
delta de branches pour resoudre les longues variables de I'arbre et la derniere fonction 
pour une ligne non orientable. 

Nous allons parcourir I'arbre de Gallavotti-Nicolo branche par branche en partant des 
feuilles et en descendant vers sa racine. Nous choisissons done arbitrairement un ordre sur 
les branches de I'arbre puis un ordre total sur les noeuds de I'arbre, compatible avec I'ordre 



sur les branches. La figure ^]3| donne un exemple d'un tel ordre. Soit G/^^ ^ une composante 

connexe non orientable telle que pour tout G-^, C G^^^'^^, G^, est orientable. Ainsi G^^'^^ 
est la plus haute composante connexe non orientable de sa branche||. Supposons que 
G^^^'^^ soit la premiere composante connexe non orientable rencontree. Nous notons sa 

branche. Nous utilisons alors la fonction 6g pour integrer sur une variable wi, I G C^^'^ 
Cette fonction etant precedemment utilisee pour integrer sur un point externe, la gain 
par rapport a ( p.3.11|) est M"'^*! ^ Ce facteur fait passer le degre de convergence u de 
toutes les composantes connexes (non orientables) entre G^^^'^^ et G de — 4 a A^. Puis 
nous parcourons la deuxieme branche Elle rencontre en un noeud G^^^ g- Soit G^^^^ 
I'unique descendant de G^^^^ dans S'il existe une composante non orientable G^^^^ dans 
^2 \ nous utilisons la fonction delta correspondant a I'unique ligne d'arbre reliant 
G^^^^ a G^^j^g pour integrer sur une ligne non orientable de G^^^'^ Le gain M"'^'^*^'^"*^'^) 

rend convergentes toutes les composantes connexes entre G^^^^ et G^^^^. Nous procedons 
de meme pour toutes les branches de I'arbre. Le gain obtenu dans la branche I^j+i est 
j^^-4(ij+i,i-jj+i,3) jj convergentes toutes les composantes connexes non orientables 



dans ^j+i \ ^j- A titre d'exemple, supposons que le noeud 1 de la figure |3]^ soit non 
orientable. En utilisant ^5 pour integrer sur une ligne non orientable de 1, nous augmentons 
le degre de convergence de 4 pour les composantes 1, 2, 3, 4 et 5. Supposons ensuite que 
8 soit egalement non orientable. Cette fois-ci nous utilisons I'unique ligne d'arbre dans 3 
"reliant" 8 a 3. Les noeuds 7 et 8 deviennent alors convergents. Nous avons ainsi prouve 
que le degre de convergence de toute composante connexe non orientable est A^. 

II reste a demontrer le lemme p.3.2| pour les graphes non planaires ou avec plusieurs 



faces brisees. Considerons un graphe G non planaire orientable. Soit G^ C G une com- 



sPar branche, nous entendons ici I'unique chemin dans I'arbre de Gallavotti reliant G^;^^^ a G 



Section 3.3 - Comptage de puissance 



103 



1, Gfv={l,2} 6, G4>={3,4} 




7, Gt = {5,6,7} 



, Gi = {5,6,7} 



fyGl = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11} 



G} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11} 
5 G? = G 

Fig. 3.3: Parcours dans I'arbre de Gallavotti-Nicolo 



posante connexe non planaire. Le lemme p.2.3| nous apprend qu'il existe une oscilla- 
tion J2a kC^ s{l')wii A e{i)we. Soit i une ligne parmi celles qui se croisent. L'oscillation 

k k 

€{i)wi A (^"^dtxe^i^')^^' ~ X]£|xi£ ^(^')^^') = A nous permet d'obtenir une 

fonction du type exp — M**^ |>V^| en integrant sur wg. Ainsi I'integration sur I'un des 
avec f qui croise i donnera M"^**^ au lieu de M^*^'. Le gain est done M~'^'^*^'+*^') ^ M~*\ 
Ce facteur fait passer le degre de convergence de toutes les composantes connexes entre 
et G de — 4 a + 4. En procedant ainsi pour toutes les branches de I'arbre de 
Gallavotti, nous prouvons que toutes les composantes connexes non planaires sont conver- 
gentes comme M~^~'^. 



Considerons enfin G\ une composante connexe planaire orientable avec B ^ 2.1\ existe 
done, d'apres le lemme 3.2.3| , une ligne de boucle i qui contracte au-dessus de points 
externes a G^. Ceci donne lieu a une oscillation e{i)wi A J2kce(~^^'^~^^^k- Ces points sont 
soit de vrais points externes soit des extremites de lignes d'echelles strictement inferieures 
a i. De fagon identique au cas non planaire, cette oscillation fournit une decroissance 
implementant \'^k(^i{—^)''^^Xk\ ^ M~*^ S'il existe parmi ces points un point externe a 
G, I'integration sur celui-ci donne M~^*^ au lieu de C(l). Cela rend convergentes toutes 
les composantes connexes entre G^ et G. S'il n'existe pas de points externes parmi ces 
points, I'orientabilite et la planarite du graphe nous assure que ^kci(^^)^~^^^'^ 
somme de variables u. Soit U£g la variable de plus basse eclielle. L'integration sur ui^ 
fournit M~'^'^*^~%\ Le degre de convergence de toutes les composantes (avec plus de deux 
faces brisees) entre et G^^,° passe de A^ — 4 a A^ ce qui acheve la demonstration du 
lemme |33^ . □ 
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3.4 Renormalisation 

Dans cette section , nous ne considererons que des sous-graphes divergents c'est-a-dire 
des sous-graphes planaires avec deux ou quatre pattes externes et une seule face brisee 
= 0,iV = 2 ou 4,5 = 1). 



3.4.1 La fonction a quatre points 

Considerons un sous-graphe a quatre points necessitant d'etre renormalise. II est done 
un noeud de I'arbre de Gallavotti-Nicolo : il existe (i, k) G tel que N{Gl.) = 4. Les 
quatre points externes du graphe ampute sont designes par xi,X2,X3 et X4. Nous definis- 
sons egalement Q, R et S trois matrices antisymetriques de tailles respectives 4 x 1{GI), 
1{G\.) X 1{GI.) et [n{Gl) — 1] x /(G^) ou n{G) — 1 est le nombre de boucles d'un graphe a 
quatre points et n vertex. L'amphtude associee a la composante connexe G^ est 



A{Gl){xi,X2,X3,X4) = Y\. duiCi{x,u,w) J]^ duedwi>Ce{ui,we) (3.4.1) 



La forme exacte de I'oscillation X]p<g(~l)^^'^^^^p^^g provient du corollaire |3.2.4| . A partir 
de ce meme corollaire et de ( p.4.2| ) ci-dessous, nous pourrions obtenir les expressions 
exactes des matrices Q, R et S mais ce n'est pas necessaire. Le point important est 
I'absence d'oscillation du type X A W (car B = 1) et W AW (car g = 0). Ci est le 
propagateur de la ligne I. Pour les lignes de boucles, Ci s'exprime en fonction de Ui et W£ 



par la formule (|3.1.10| ). Par contre, pour les lignes de I'arbre T,^, vi a ete remplace par des 
variables u, par des points externes et de longues variables de boucles grace au systeme 
de fonctions delta de branches, voir ( p. 1.171) et (|3.1.18|) . Plus precisement, soit / G 7^* avec 
^ i, nous pouvons ecrire 

X1 + W1 + Ui (3.4.2) 



Vl 



ou 



Xi = -2r/(eO J2 vie) 



(3.4.3) 



et S{1) est un ensemble indigant les vrais points externes (d'echelles < i) de la branche 

Wi = -v{ei) Yl ^(^^)^^ (3.4.4) 

avec \ S{1) I'ensemble des lignes apparaissant comme des pattes externes pour b{l) 
(d'echelles j ^ i) et 



Ui = -r]{ei)ui - 2ri{ei) ^ uv - r]{ei) ^ (3.4.5) 

i'e(ru£())n&(/) iex{i)\£{i) 
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est une combinaison lineaire de variables courtes ui'. Le propagateur pour une ligne / G 
devient 

_ n 

e 2 



^ tanh{2nt,){(7,+VKi+X,)2-m2t 



Soit e = maxi^^4 Cp le plus haut indice externe du sous-graphe G^. Celui-ci etant un 
noeud de I'arbre de Gallavotti-Nicolo, nous avons e < i. Nous evaluons A{Gl) contre des 
champs externes : 

r ^ 

A{G\) = / J]rfxp0^^(xp)A(G*J(xi,X2,X3,X4) (3.4.7) 

r ^ 

= lldxp(l)'^'ixp)e'^^ l[duiCiiui,sXi,Ui,Wi) (3.4.8) 

P=l IpT} 



lev 

lURU+iUSW 



s=l 



avec A = xi - X2 + X3 - xa et = Z]p<g=i(-l)*'^''^^^P ^ ^q- 

L'equation ( p.4.8|) est construite de telle sorte qu'a s = toute la dependance en les 
variables externes Xj factorise en dehors des integrales sur les variables u, w et soit de la 
forme du vertex initial (f)-k(f)'k(j)'k(j) ( voir ( p.l.l| )). Done nous procedons a un developpement 
de Taylor au premier ordre en s et prouvons que les termes de reste sont inessentiels. Soit 

<K(s) = - ^ I tanh(2f]t,)|s2Xf + 2sXi [Wi + Ui] } 

= -s'^AX.X - 2sAX.{W + U). (3.4.9) 
ou Ai = f tanh(2fit;) et X.Y signifie J2ier^^i^i- Ainsi 

MGl) = I \[dxp(l)'^\x,)e'^^ \[duiCi{uuUi,Wi) 

|(5(A) + ^ rf4il.V5(A + sil) + 5(A + sit) (zXQt/ + 9^'(s))]e*^^Q^+^W}. 
ou Cliui, UuWi) est donne par ( |3.4.6| ) mais pris en X/ = 0. 



Le terme d'ordre 0, tA, est de la forme du vertex initial (|3.1.3|) multiplie par un 
nombre reel independant des variables externes Xj. II est asymptotiquement independant 
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de I'indice d'echelle i si bien que la somme sur i a e fixe est logarithmiquement divergente. 
C'est bien ce a quoi nous nous attendions pour la fonction a quatre points. II reste alors a 
verifier que le terme de reste (1 — r)A converge quand i — e — *• 00. Celui-ci contient trois 
types de termes : 

- Le terme il.V(5(A+til). En integrant par parties sur une variable externe, le gradient 
V agit sur un champ externe 0***^ et donne au plus M'^. ii apporte au moins M~\ 

- Le terme XQU. X donne au plus et U au moins M~\ 

- Le terme 9^'(s) se decompose en trois termes AX.X, AX.U et AX.W. Ai donne au 
moins M~^*', X donne au plus ikf^, U apporte au moins M~* et XiWi donne au plus 
M*^"*"*'. Seul le dernier point est un pen subtil. Si / G 7^*, remarquons que 7^* etant 
sous-arbre dans toutes les sous-composantes connexes de Gl, toutes les variables 
We, i' e b{l) qui apparaissent dans Wi ont des echelles inferieures ou egales a ii. 
Dans le cas contraire, ces lignes auraient ete choisies pour 7^* a la place de 1. 

En conclusion, comme ii ^ z, le reste de Taylor (1— T)y4 ameliore le comptage de puissance 
de la composante connexe d'au moins M~^'^~'^^ ce qui rend (1 — t:)A{GI) convergent. 

3.4.2 La fonction a deux points 

Nous considerons les noeuds de I'arbre de Gallavotti tels que N{Gl) = 2. Les deux 
points externes sont notes x et y. En utilisant la fonction delta globale qui est ici 5(x — 
y + nous remarquons que I'oscillation externe e*"^^^ pent etre absorbee dans une rede- 
finition du terme e^^^'^^ ce que nous faisons a partir de maintenant. L'amplitude est 



dxdy(f)^''{x)(j)'^''{y)6{x - y + 



J] dudwiGi{u,,Wi) II duiGi{ui,Xi,Ui,Wi) e'™' 



(3.4.11) 



■lURU+iUSW 



Nous ecrivons tout d'abord I'identite 



(3.4.12) 



la developpons comme 



</)<^(x)0^^(y) =-\[<p^^{x)r + [<pny)? - (y - xr^,<p^^{x) 



(3.4.13) 



+ / ds{l-s){y-x)^{y-xyV^,V,<f)^'{x + s{y-x)) 



et la substituons dans ( |3.4.11|) . Le premier terme Aq est une combinaison symetrique ou 
les deux champs externes sont au meme point. Considerons le cas avec deux champs en 
X c'est-a-dire le terme avec [(j)^^ (x)]"^ . Nous integrons sur y en utilisant la fonction delta. 
Nous effectuons ensuite un developpement de Taylor de la fonction suivante a I'ordre 3 
en s 



^isXQU+fK(s) 



(3.4.14) 
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ou m{s) = -[s^AX.X + 2sAX.{W + U)]. Nous obtenons 



2 _ 

Y\ duedwiCi{ui, Wi) ]^ duiCi{ui, Ui,Wi) 



(/(O) + /'(O) + InO) + \j^ds{l- sff^\s)). (3.4.15) 

Pour evaluer cette expression, nous la decomposons en trois termes. Soient Ao,o, ^o.i, ^0,2 
les termes d'ordre zero, un et deux du developpement de Taylor et Aq^r le terme de reste. 
Tout d'abord 

Ao,o = I dx [(t>'^\x)f e'(^«^+^^^) J] dudwtCt{u,, w,) J] duiCi{ui, Ui, Wi) (3.4.16) 



est quadratiquement divergent et contribue a la renormalisation de la masse. Ensuite 
A,i = 1 [ cix[0^'=(a;)]2e^(^^^+^^^) J] duedweC,{ue,w,) 

J] rfM;Q(wz, Ui, Wi) [iXQU + in'(O)) (3.4.17) 



vaut identiquement zero. En efFet, les integrales sur les variables m et w sont impaires. 
^0,2 est plus complique : 

Ao,2 =- f rfx[0^^(x)]2e<^^^+^^^) n duedweCe{u,,w,) 

Yl duiCiim, Uu Wi) ( - {XQUf - AiXQUAX.{W + U) 

-2AX.X + A[AX.{W + U)f). (3.4.18) 



Les quatre termes en {XQUY, XQUAX.W, AX.X et [^X.iy]^ sont logarithmiquement 
divergents et contribuent a la renormalisation de la frequence harmonique f2 dans ( p.l.l| ). 
Les termes en x^x'^ avec /i 7^ sont nuls par parite et les termes en (x^)'^ ont le meme 
coefficient. Les autres termes XQUAX.U, {AX.U){AX.W), [AX.U]^ et Ao,r sont ines- 
sentiels. 

Pour les termes en Ao{y) (contenant / (ix[0^'^(?/)]^) nous efFectuons une analyse simi- 
laire mais cette fois-ci la fonction delta sert a integrer sur x si bien que Q, S, R et ^ 
changent mais pas la conclusion. 



Puis nous considerons le terme en [(y — x)'^V^0^'^(x)] dans ( t3.4.13|) pour lequel nous 



ne developpons la fonction / qu'au premier ordre. L'integration sur y remplace y — x par 
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un facteur il : 



Y[duiCi{ui,Ui,Wi){f{0)+ dsf'is)). 



(3.4.19) 



Le premier terme est 

^1,0 - 



\[duiCi{uuUuWi). 



We 



(3.4.20) 



Les termes avec jJ. ^ v sont nuls par parite. Les autres constituent un contreterme propor- 
tionnel au laplacien. Le comptage de puissance de ce facteur Ai^ est ameliore, par rapport 
a A, d'au moins M"^*^*"*^-* ce qui le rend logarithmiquement divergent comme nous nous 
y attendons pour le contreterme de fonction d'onde. Le terme de reste a un facteur 

supplementaire M"*^*""^^ qui vient de dsf'{s). II est done convergent. Finalement les 



termes dans Aji avec trois ou quatre gradients dans ( p. 4. 131) sont egalement convergents. 
En effet, les ameliorations sont de plusieurs types : 

- II y a des termes en il^ avec V'^. Les gradients agissent sur la variable externe x et 
apportent M^^ alors que il'^ donne au moins M~^\ 

- Enfin les termes avec quatre gradients sont encore plus petits. 

Ainsi le comptage de puissance de I'amplitude renormalisee Af> est ameliore, par rapport 
a Ao, d'un facteur M~^^^~^^ et devient convergent. Ceci acheve la preuve du theoreme 
1X3. 



3.5 Un modele LSZ modifie 



Dans |[LSZ04| , [LSZ03|| , E. Langmann, R. Szabo et K. Zarembo ont introduit un modele 
bosonique complexe dans un champ magnetique uniforme. Ce modele est exactement 
soluble. Dans IIGMRV 10611, nous avons demontre la renormalisabilite d'un modele LSZ 



modifie et quelque peu generalise. II consiste en une theorie bosonique scalaire complexe 
dans un champ magnetique uniforme plus un terme harmonique a la Grosse-Wulkenhaar. 
L'interaction quartique est du type Moyal. L'action est donnee par 



S 



1 -r 



(3.5.1) 



ou Dfj^ = dfj, — zB^yX'^ est la derivee covariante. Le facteur 1/2 est quelque peu inhabituel 
dans une theorie complexe mais nous permet d'utiliser directement le propagateur calcule 



dans 



"06| avec 



UJ 



-B^ . En developpant la partie quadratique de Taction, 
nous obtenons une partie cinetique du type plus un terme de moment angulaire : 



<pD^'D^(j) + n^x'^- 



(A 



2 2 

LO X 



2BU) 



(3.5.2) 
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avec L4 
sous sa forme canonique 



B 



z A V. Ici la matrice antisymetrique B a ete mise 
\ 

(3.5.3) 



/O -1 
1 



(0) 



V 



(0) 





1 



-1 

0/ 



En espace x, I'mteraction est la meme que pour la theorie Le fait d'utiliser des champs 
complexes selectionne seulement les graphes orientables. A f2 = 0, le modele est similaire 
a celui de Gross-Neveu qui est traite dans le chapitre ||. Pour B = 9~^, nous retrouvons 
le modele integrable initial [[LSZO4 |LSZ03| . 



Le propagateur correspondant a Taction ( p.5.1|) a ete calcule dans ||GRVTO^] a deux 
dimensions. La generalisation aux dimensions superieures a deux est directe : 



C{x,y) 



dt- 



ijj ( cosh St 



(27r sinhc(jt)2 
cosh Lot — cosh Bt 



exp — — 



sinh ujt 



' 2 I 2 



2 \ sinh ijjt 
sinh Bt 
sinh Lot 



{x - 



(3.5.4) 



X Ny 



Remarquons que pour 7^ 0, ce propagateur, dans une tranche, obeit a la meme borne 
( |3.3.2|) que le propagateur de <l>^ ( p.l.2| ). De plus, les phases supplementaires exp«x A y 
sont de la forme expzw; A vi. Ces termes ne jouaient aucun role ni dans le comptage de 
puissance ni dans la renormalisation de Nous pouvons done conclure que le lemme 
3.3.21 s'applique au modele (|3.5.1| ). Nous avons egalement prouve dans [pMRVT06|| que 
toutes les divergences de ce modele sont de la forme du lagrangien initial. II faut notam- 
ment renormaliser le moment angulaire L4. Remarquons cependant que si nous avions 
considere une theorie reelle avec derivee covariante, qui correspondrait a un champ sca- 
laire neutre dans un champ magnetique, le hot du moment angulaire aurait ete nul. Ce 
terme n'aurait pas ete renormalise (la formule de symetrisation ( |3.4.12| ) aurait ete appli- 



cable). Seul le potentiel harmonique aurait flotte. II semble done que la renormalisation 
"distingue" la vraie theorie dans laquelle c'est un champ charge qui doit etre couple au 
champ magnetique. 
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Chapitre 4 

Le modele de Gross-Neveu 
non commutatif 



L'homme intelligent se mesure a ce qu'il ne sait pas 
comprendre. 

Edouard Herriot 



4.1 Introduction 



En plus de la theorie $|, du modele LSZ modifie ||GMRV'll 



et de theories supersy- 
metriques, nous connaissons aujourd'hui plusieurs theories des champs non commutatives 
renormalisables. Neanmoins elles sont soit super-renormalisables ($2 [pW03|| ) soit etu- 
diees en un point particulier de I'espace des parametres ou elles sont solubles ($|, <I>|, $g 

Bien que seule- 



GSOSi |GS06b| , |GS06a|l , les modeles du type LSZ [|LSZ04| , |LSZ03| , [LaE03 



ment logarithmiquement divergent pour des raisons de parite, le modele de Gross-Neveu 
non commutatif est une theorie des champs juste renormalisable comme Le fait qu'il 
puisse etre interprete comme une theorie des champs fermionique non locale dans un 
champ magnetique constant est une de ses caracteristiques les plus interessantes. Ainsi, 
en plus de renforcer la procedure de vulcanisation pour obtenir des theories non commuta- 
tives renormalisables, le modele de Gross-Neveu pourrait s'averer utile pour etudier I'effet 
Hall quantique. C'est aussi un bon premier candidat pour une etude constructive ||liiv91|| 



des theories non commutatives, les modeles fermioniques etant generalement plus simples 
a construire que les theories bosoniques. Enfin sa version commutative etant asymptoti- 
quement libre et presentant une generation spontanee de masse |[MW73| , |GN74| , [KMR95|| , 
une etude de la « physique » de ce modele serait interessante. 



Dans ce chapitre, nous demontrons la renormalisabilite perturbative du modele de 
Gross-Neveu non commutatif a tons les ordres |[VT06|| . Pour des raisons techniques uni- 
quement, nous nous restreindrons au cas orientable. Remarquons des a present que les 
graphes non orientables sont convergents dans <l>^ et ne jouent done aucun role dans la 
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renormalisation. Le calcul de quelques graphes nous incite a penser que c'est aussi le cas 
dans le modele de Gross-Neveu. II reste cependant a le prouver a tons les ordres. 

Le modele presente du melange UV/IR meme apres la vulcanisation. Celui-ci apparait 
comme un couplage entre les echelles du graphe : certains graphes convergents de la fonc- 
tion a quatre points deviennent (logarithmiquement) divergents quand ils sont inseres dans 
un graphe a deux points. Ces sous-graphes a quatre points ne sont pas renormalisables par 
un contreterme « local »|. Cependant ces composantes critiques sont regularisees par la 
renormalisation de la fonction a deux points correspondante. Ainsi malgre ce melange, le 
modele est renormalisable. Mais le modele massif necessite I'introduction d'un contreterme 
de la forme Smi/ji'j^'j^ip. Le modele a masse nulle est renormalisable sans ce contreterme. 



Dans la section ^^21 , nous presentons le modele et fixons les notations. Nous enongons le 
theoreme principal (BPHZ). La section est dediee a la principale difficulte technique 



de la preuve. Dans la section 4.4, nous donnons le comptage de puissance grace a une 



analyse multi-echelles. Dans la section [475| , nous demontrons que tons les sous-graphes 
divergents sont renormalisables par des contretermes de la forme du lagrangien initial. 
Enfin I'appendice contient certains details techniques et la preuve de I'invariance par 
translation des graphes du vide orientables. 



4.2 Modele et notations 

Le modele de Gross-Neveu non commutatif (GN|,) est une theorie des champs fermio- 
nique en interaction quartique sur le plan de Moyal Mg,. La matrice antisymetrique 6 est 
donnee par 

e = (' -'). (4.2.1) 



^9 ^ 
L'action du modele est 

S[^,ip]= ^dx{'^p{~l$ + nt + m + lSm9-fQ-^-f)'^P + Voi^p,1p) + V,,o{'ip,'ip))ix) (4.2.2) 



oiix = 2Q~^x etV = K+Ko est la partie interaction donnee ci-apres. Le terme en Sm sera 
traite perturbativement comme un contreterme. II apparait a I'ordre de deux boucles (voir 
section |4.5.2| ). Nous utilisons la metrique euclidienne et la notation de Feynman ^ = 
Les matrices 7° et 7^ constituent une representation bidimensionnelle de I'algebre de 
Clifford {7'^,7''} = —26'^^. Remarquons que les 7^ sont alors anti-hermitiens : 7^^^ = —j^. 



Propagateur Le propagateur correspondant a Taction (|4.2.2| ) est donne par le lemme 
suivant : 



^Par « local » nous entendons « de la forme du vertex initial : 
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Lemme 4.2.1 (Propagateur 1 [|GRVT06[| ) Le propagateur du modele de Gross-Neveu 
est 

C{x, y)= [ dfxcitp, ^) ^{xMy) = {-1$ + ^'$ + m) (x, y) (4.2.3) 
dtC{t]x,y), 

C(t- x,y)= - —— ^ e-§ -th(2m)(x-,)2+^n.Ay (4 2.4) 



X jil] coth(2fit) - ^) + - ^ - m| e" 



■24^*76-17 



awec fi = ^ et X Ay = 2x6 ^y. 

iVoM5 awons awss« e-^*™^®"'^ = cosh(2r2t)l2 - i^smh{2Qt)-fQ~^^. 

Si nous voulons etudier un modele a couleurs, nous pouvons considerer ce propagateur 
diagonal dans les indices de couleur. 

Interactions Concernant la partie interaction V, rappelons tout d'abord (voir le corol- 



laire 2.1.4) que V/i, /s, h, h E Ae, 



J dx (/i * /2 * /s * U) (x) = ^2^Q^Q j n dxjfjixj) 5{xi -X2 + X3- Xi)e (4.2.5) 

4 

J] (-l)'+^+^Xi Axj. (4.2.6) 

i<3=l 

Ce produit est non local et seulement invariant par permutations cycliques. Ainsi, au 
contraire du modele de Gross-Neveu commutatif pour lequel il n'existe qu'une seule in- 
teraction (locale) possible, le modele GNI a, au moins, six interactions differentes : les 
interactions orientables 

Ai 



4 

a,b 



J dx {ipa tpa ipb ipb) (x) (4.2.7a) 

a,b 

+ / i^a^i^a^^b^^b) (x) (4.2.7b) 

a,b 

+ / {ipa-^lpb-^lpa'^lpb) (x), (4.2.7c) 



ou les '0 alternent avec les et les interactions non orientables 

A4 



a, 6 



^ j dx {ijja ipb ipa 'ipb) (x) (4.2.8a) 

a,b 

+ j dx {iJa ^^b^i^b^ ^a) (x) (4.2.8b) 

a, 6 

+ -^Y1 J (ipa'^lpa'^lpb-^lpb) (x). (4.2.8c) 
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Toutes ces interactions ont le meme noyau en espace x par I'equation ( |4.2.5| ). Les indices 
a, b sont les indices de spin et prennent des valeurs dans {0, 1} (ou {t, |}). lis peuvent aussi 
contenir des indices de couleur entre 1 et N. Pour des raisons uniquement techniques, nous 
nous restreindrons aux interactions orientables. Une telle qualification devrait etre claire 
grace au chapitre |^ et en particulier la section p.l.2| . En effet, a chaque vertex, les signes 
+ et — (de la fonction delta) alternent. II en est de meme pour les champs et ^/^. Or un 
ip ne pent contracter qu'a un Ainsi il est toujours possible de choisir une orientation 
telle que le graphe soit orientable. Ce n'est evidemment pas le cas pour les interactions 
non orientables. En fait, tons les graphes construits avec les interactions orientables sont 
orientables mais tons les graphes orientables ne sont pas faits d'interactions orientables. 
En effet, les interactions non orientables produisent non seulement tons les graphes non 
orientables mais aussi des graphes orientables. Ce chapitre est principalement dedie a la 
preuve du 

Theoreme 4.2.2 (BPHZ pour GNq) La theorie quantique des champs definie par T ac- 
tion ( [4.2.2|) avec V = Vg est renormalisahle a tons les ordres de perturbation. 



Analyse multi-echelles Encore une fois, nous utiliserons I'analyse multi-echelles [|Riv91 
Nous « decoupons » le propagateur : 



r /.M-2(»-i) 



i=0 



M'2i 
oo 



dtCiit; 
dtCi{t- ) 



ifi^l 
if z = 0. 



(4.2.9) 



Le lemme suivant donne une borne sur le propagateur C* dans chaque tranche i. 
Lemme 4.2.3 Pour tout i E N, il existe K, k E M+ tels que 

\C''{x,y)\ ^KM'e-''^^\''-y\. (4.2.10) 
Cette borne est egalement valable si m = (et ^ 0). 

Encore une fois, tout comme pour le modele (voir chapitre p, nous ne demontrons pas 



directement le theoreme [4.2.2| mais la finitude ordre par ordre de la serie effective. 



Orientation et variables d'un graphe Nous utiliserons toutes les definitions de la 
section |3.1.2| . Notons cependant les differences suivantes. Nous avons muni chaque ligne 



d'un graphe d'un signe (voir definition |3.1.4|) . Celui-ci est + si, en tournant autour de 
I'arbre, la ligne va d'un — a un +. II est — si c'est le contraire. Dans un modele avec 
champs complexes, nous pouvons definir un autre signe d priori independant du premier. 
II vaudra + si la ligne va d'un ip vers un t/' et — si c'est le contraire : 



Definition 4.2.1 (Signe d'une ligne 2) Soient i < j. Pour toute ligne / 
TU£, 



e(/) 



+ 1 si i>{xi)i>{xj) 
-1 si ^(xi)^(xj). 
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Remarquons que si le graphe est orientable, pour toute ligne / G G, e{l) = e{l). 

Corollaire 4.2.4 (Propagateur 2) Avec les definitions \3.1.^, \3.1.4 et \4.2. Ij le propa- 
gateur correspondant d la ligne I s 'ecrit 

POO 

Ci{ui,vi)= / dtiCiti;ui,Vi) (4.2.11) 







2 

C(ti-ui,vi) = ^^_^e-§'=°*^('^*')"'-*§^(')"(')"'^''' (4.2.12) 
dTT smh{2nti) 

X \tQcoth{2Qti)e{l)e{l)'^i + VLe{l)e{l)ti + m| e-^*™'^®"'^ 



avec oil Vi sera remplace par Wi si le propagateur correspond d une ligne de 

boucle. 

Les fonctions delta Nous echangeons les fonctions delta de vertex initiales pour le 
systeme de branches defini en 3.1.3| . Toutefois, au contraire de la theorie nous ne 



resoudrons pas ces nouvelles fonctions delta. Pour le modele de Gross-Neveu, nous devons 
utiliser les oscillations de vertex et de propagateur avec soin. II se trouve qu'il est plus 
pratique d'exprimer les fonctions delta comme des integrales oscillantes. Pour toute ligne 
/ d'un graphe orientable, nous ecrirons 

Sm{ E E = / ^e^^-(^''^K0-^'+^e..(0'^(^)-=). (4.2.13) 

l'&b{l) e&X{l) ^ ' 

Bien sur, resoudre les longues variables de I'arbre etant la fagon opimale d'utiliser les 
fonctions delta, nous voudrions garder le fait que I'integration sur les vi soit d'ordre 0{\). 
Apres quelques manipulations sur les oscillations (|4.2.13| ) (voir la section |4.3.1| ), nous 



obtiendrons des decroissances pour les variables vi et pi. Pour toute ligne d'arbre /, nous 
integrerons sur Vi et pi, le resultat sera borne par 0{1). 

4.3 Des oscillations aux decroissances 

Cette section a pour but d'expliquer comment utiliser les oscillations de vertex et de 
propagateurs pour obtenir assez de decroissances pour integrer sur toutes les variables 
internes du graphe. Apres avoir exploite correctement ces oscillations, nous prendrons 
la valeur absolue de I'amplitude pour obtenir une borne superieure qui constituera le 
comptage de puissance. 

4.3.1 Les masselottes 

Contrairement au cas <I>^ ||GMRVT06|| , le propagateur C* du modele de Gross-Neveu 
(|4.2.12| ) ne contient pas de termes de la forme exp — M~^*w^ que nous appellerons mas- 



selottesQ. Ici la masselotte est remplacee par une oscillation du type u Aw. Bien que les 

''MECAN. Petite masse metallique agissant par inertie, par gravite ou par force centrifuge, dans divers 
dispositifs. A I'extremite de la lame est une masselotte dont le but est d'entretenir le plus longtemps 
possible les oscillations (A. LECLERC, Telegr. et teleph., 1924, p. 249), Tresor de la Langue Frangaise 



informatise, http ://www. lexilogos.com/ 
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masselottes ne soient pas presentes des le depart c'est-a-dire dans le propagateur, elles sont 
creees au fur et a mesure des integrations sur les variables internes u par un mecanisme 
du type 



Soit G un graphe connexe. Son amplitude vaut 

N 



Ac = /n<'-./.(-0^cn*.*-^K«C,(«,,»,)n<iMu.,C-,K»,)e- (4.3.2) 



Les points Xi, i G |1, A^] sont les positions externes. Concernant les fonctions delta, nous 
avons utilise les notations de la section |3.1.3| . L'oscillation totale ip des vertex est donnee 
par le lemme |3.2.2| . II est pratique de separer le propagateur en deux parties. Nous de- 
finissons, pour toute ligne / G G, Ci{ui) par Gi{ui,vi) = Ci{ui) e~'^2^(^^^W'^'^'"i . jj faudra 
remplacer v par w pour les lignes de boucles. Cette separation nous permet de regrouper 
les oscillations des propagateurs avec celles des vertex. L'oscillation totale ip^ se deduit 
simplement de (p en remplagant les termes \e{l)vi/\ui par }^e{l){\ + e{l)VL)vi/\ui. La encore, 
nous remplacerons v par w pour les termes relatifs aux boucles. L'amplitude d'un graphe 
devient alors 

Ag = 1 Wdxifi{x.i)5GWduidvi5h(j)Gi{ui)'^due,dwiGe,{ui)e"^^\ (4.3.3) 

Au contraire de la theorie nous ne resoudrons pas les fonctions delta de branches. A la 
place, nous gardons 6g mais exprimons les n — 1 autres fonctions delta par des integrales 
oscillantes : 

Sm{ E E = / T^^^e^^'-^^''^^^''^'^^^^"'''''^'^^"^^- (4.3.4) 

Dans la section |3.L3| , nous avons vu qu'il existe e/ G tel que x^i = ^{r]{ei)ui + vi). 
Remarquons que 77(6/) = e{l). Ainsi 

^ ui' + E vi(i)xe =^{ui + e{l)vi) + E + E Vi(i)xe- (4.3.5) 

l'eb{l) eeX(l) I'ebil) eeX{l)\{ei} 

Dans la suite nous utiliserons une notation suplementaire. Pour toute ligne / G T, nous 
definissons z/; comme I'unique vertex tel que I = oil ly est defini dans la section ^.L3| . ui 
est le vertex juste au-dessus de I dans I'arbre. Nous ecrirons ip'^ pour l'oscillation totale 
ou nous ajoutons les nouvelles oscillations provenant des fonctions deltaQ. L'amplitude du 
graphe s'ecrit 

^G = I W dxi fi{xi)5G W duidvidpi Gi{ui) J]^ duidwi Ge{ui)e''^'^. (4.3.6) 

i=l l&T tec 



''Notons que ces oscillations sont invariantes sous pi ~pi pour toute ligne I G G independamment. 
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Remarquons que nous avons omis les facteurs 2ti tout comme nous I'avons fait avec les 
facteurs de vertex 4^2"dct e • Po^i" obtenir les masselottes, nous pourrions tenter d'integrer 



sur les variables ui. Ce calcul exact serait I'equivalent de I'equation ( |4.3.1| ). II faudrait 
integrer 2n — N/2 gaussiennes couplees oii n est le nombre de vertex du graphe. Nous 
obtiendrions des gaussiennes en des variables Wi qui seraient des combinaisons lineaires 
des variables w^i. Outre la difficulte inherente au calcul lui-meme, il faudrait ensuite 
demontrer que les decroissances obtenues sont independantes. Pour des graphes generaux, 
ceci est relativement difficile. Ainsi, plutot que d'effectuer un calcul exact, nous allons 
contourner la difficulte en exploitant les oscillations de propagateur et de vertex avant 
d'integrer sur les variables u^, vi et w^. La suite de cette section est dediee a la preuve du 

Lemme 4.3.1 Soit G un graphe orientable a n vertex et ji une attribution d'echelles. 
Pour tout Q G [0, 1[, il existe K tel que V amplitude (|4.3.6D , amputee, integree contre 
des fonctions tests, avec V attribution ji soit bornee uniformement en n par 

r 

/ dxigiixi + {a})5GYldxigi{xi)Y[dai M^'^E{ai) (4.3.7) 
UduidVidpiM^^e-''"'^-^-'^'^'''^" n -i-^ 

avec e{l)Vi =i(l + e{l)n)e{l)vi + ^£(^')w^^' - - (^-^-S) 
e{tjWi =\{l + e{i)n)e{tjwt + ^e(f )wf. + Y^e{e)we (4.3.9) 



(p)i 



et p = ^Qp, gi^ i G |1, A^] et S sont des fonctions test telles que \\gi\\ ^ supg^p<g2 Wfi 

Rappelons que nous nous restreignons aux graphes orientables. Nous introduisons une 
fonction de Schwartz ^ G iS(]R^) qui va mimer la decroissance du propagateur sur une 
echelle M~*'. II est clair que cette fonction, si elle remplagait le propagateur, aurait le 
meme effet c'est-a-dire creerait une masselotte en ttj^ : 

j duiM^''^{uiM'')e'''''''"' = i{M-''wi) (4.3.10) 

ou ^ est la transformee de Fourier de ^. Or S etant stable par transformation de Fourier, 
^[M~^wi) est bien une fonction a decroissance rapide sur une echelle M~*'. 

Rappelons que nous voulons obtenir une decroissance en vi sans integrer sur ui. Nous 
utilisons 



1= j d^aicot\i{2nti)i{aicoih^''^{2nti)). (4.3.11) 



■^Nous donnons ici un exemple utilisant une « borne » sur le propagateur mais nous faisons ensuite le 
calcul exact. 
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Le couplage entre ce 1 et le reste du graphe se fait par rintermediaire d'un changement 
de variables ad hoc. Pour le determiner, nous avons deux imperatifs. Nous devons d'une 
part obtenir des decroissances independantes et d'autre part il faut que pour toute ligne 
/, la decroissance correspondante soit d'echelle^ M*' ^ coth.^^'^{2Qti). 

Nous allons fabriquer les masselottes ligne par ligne. Soient Xi la position racine et / 
une ligne d'arbre. Nous effectuons le changement de variables 

ui —^ui — e(l)ai, 
xi — >xi + ri{l)e{L)ai. 

II n'est pas difficile de verifier que ip'^ — > ip'^ + ai f\Vi + ai /\{Ui + Ai + Xi) ou V/ est donne 



par (|4.3.8| ) et Ui, Ai et Xi sont respectivement des combinaisons lineaires de variables u, 



a et X externes. Notons que ce changement de variables laisse la fonction delta globale 
inchangee. En ecrivant seulement les termes de I'amplitude Aq dependant de a;, on a 

Ag,i= dai dti coth{2nti)^{aicoth^^^{2nti)) (4.3.13) 

J J M-^H 

|zl]coth(2fiti)(ee)(/)(^, + fi(ee)(/)(?t, -e(Z)^;) -m| 

= j daidti coth(21]tOe(a«coth^/2(2^i^))e"f-tM2ntO(«.-^(Oa0^j^(3;^ + 



. 2 



1 / cothi/2(2fit;) + ^ , 

Nous integrons par parties sur a^. Les termes de bords sont nuls. Nous ne donnons ici que 
I'ordre de grandeur du resultat. Les details du calcul sont reportes a I'annexe |A.l. 



Ag^i - [ daidti coth(2ntOe^"'''''' TT ( TW7-^. ^ ) ^(«' ^ot\i^'\'^^ti)) 

(4.3.15) 

Nous obtenons ainsi la borne suivante 

\AgA ^™-V-^*^"'("-^«'^')=^7i(xi + r/(l)e(/)aO n ^ ^ • (4-3.16) 



''Dans certains cas particuliers, une ligne de boucle aura une masselotte d'echelle superieure a son 
propre indice. Ces cas forment une seule classe de graphes que nous caracteriserons en detail plus loin 
(voir section 4.3.3). 



Section 4.3 - Des oscillations aux decroissances 



119 



Nous expliquons maintenant comment obtenir les decroissances associees aux variables 
Pi. Nous commengons par effectuer le changement de variables vi — > V; pour toute ligne 
d'arbre /. Le jacobien vaut 2~'^"~^) nier(-'- + e(0^)- II non nul quelque soit ^2 e [0, 1[. 
L'oscillation totale devient 

^'Q,=^E + ^x + ^w + ^e{l)ViA{ui-e{l)ai) + ^Pi-{ ^ ui+ ^ ri{e)xe) 

l'£Cnb{l) e£X{l)\{ei} 



r 



T 



f ^(1 + €{l)Qy^e{l)VrPi + WRiP + PR2P 

T 

^ ^(1 + e{£)Q)e{i)we A + ^ ^ e{i)we A ue + e{i')wi> A + ^ e{i')we A 

C CtxC CcC 

^^ue> Aue + ARsA + AR4U + AR5X (4.3.17) 



+ ^ ui> A ui 

(TUC)-<(TUC) 



ou nous avons utilise les notations du corollaire |3.2.3| et les i E |1, 5] sont des matrices 
anti-symetriques. En utilisant 



^*(l+£(/)C)-ie(OVrP! 



(4.3.18) 



et en integrant par parties sur V/, nous obtenons une decroissance en pi qui se comporte 
comme (1 + M^*'p^) . Nous finissons par les lignes de boucles. Nous voulons egalement 
obtenir des decroissances pour leurs longues variables w. Soit £ = (x^, x^) G C une ligne 
de boucle de G avec -< x^. Nous faisons le changementQ 



Ui ^ue - e{i)a(,, 
Xi ^Xi + ri{l)e{i)ai. 



(4.3.19) 



Les changements concernant ue et we correspondent a « bouger » xi. II est facile de verifier 
que (|4.3.19|) implique ip'^ (p'^ + ai A Wi + ai A {Ug + Ai + + Pi) ou Wi est donne par 
(|4.3.9|) et Ui, Ai, Xi et Pi sont respectivement des combinaisons lineaires de variables u, a, 
X externes et p. Nous pouvons alors proceder au meme type d'integrations par parties que 



nous avons utilisees pour les vi et obtenir des bornes similaires a (|4.3.16|) ce qui prouve le 



lemme 4.3.1 



Independance des decroissances Rappelons que la procedure de fabrication des mas- 
selottes avait deux objectifs principaux. Tout d'abord nous voulions obtenir des decois- 
sances d'indice ii pour toutes les variables vi (wi). C'est ce que nous avons obtenu avec le 



lemme |4.3.1| . Ensuite nous devious obtenir des masselottes independantes. La procedure 
employee ci-dessus a ete congue pour rendre ce point transparent. 



Dans la section |4^, la definition p.l.2| donne un moyen de munir les lignes du graphe 
d'un ordre partiel. Get ordre etait utile pour exprimer les oscillations de vertex en fonction 



^Ce changement de variables est quelque peu different de celui que nous avons utilise pour les lignes 
d'arbre (4.3.12). Cela permet une preuve simplifiee de I'independance des masselottes. 
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des variables u, v et w. Mais nous pouvons aussi definir un ordre total. Nous ecrirons que 
I < I' si la premiere extremite (rencontree en tournant autour de I'arbre dans le sens tri- 
gonometrique) de / est rencontree avant la premiere extremite de Ainsi pour toute ligne 
/ G G, V/ (yVi) ne depend que des vi' et wi> avec /' < /. Soient V (W) et V (W') les vecteurs 
contenant respectivement les variables e{l)vi {e{i)we) et e{l)Vi {e{i)yVe)- Soit la ma- 
trice jacobienne du changement de variables {ev ew) — ^ (eV eW) : {V' W) = M(y W). 
L'ordre defini ci-dessus permet de montrer que M est triangulaire. Son determinant vaut 

det M = 2-(2"-^/2) Y[{1 + e{l)n). (4.3.20) 
leG 

Clairement Vf2 G [0, 1[, detM 7^ et M est inversible. Les decroissances en V/ (Wi) sont 
done independantes. 

Remarque 10. Avec les interactions non orientables ( |4.2.8| ), nous n'avons pas (encore) 
ete capables de trouver une procedure qui rende I'independance des masselottes transpa- 
rente. 



4.3.2 Non planarite 

Dans la section precedente, nous avons prouve que les oscillations de vertex et de 
propagateurs du modele de Gross-Neveu permettent d'obtenir des decroissances faibles 
similaires aux masselottes du propagateur de la theorie $^ non commutative. Ici nous 
ameliorons les decroissances dans le cas d'un graphe non planaire. Pour cela, le lemme 
4.3. 1| est insuffisant. En effet, avant de prendre la valeur absolue de I'amplitude du graphe, 
nous voulons encore exploiter les oscillations. 



Soit la matrice jacobienne du changement de variables ew — » eW : W = TW. 
Definissons la matrice anti-symetrique Qw par ipw = WQwW ou ipw est donne par le 
corollaire |3.2.3| . Apres le changement de variables W — > W = TW, ipw = WQ'w^' ^^^^ 
Q'-^ = ^^^QwT~^ . T etant inversible, le rang de est egal a celui de Qw- Remarquons 
que Qw est la matrice d'intersection du graphe pour laquelle nous avons le resultat suivant 
T^sQw = "^g ||GR| , |CROO|| . Considerons un graphe non planaire. Le rang de Qw etant non 
nul, il existe une ligne de boucle i telle que nous ayons une oscillation We A avec 
^£ ~ J2e' Q'wu'^^ + ^ + A + X + P. Grace au lemme |4.3.1| , nous savons que We decroit 
sur une « longueur » M*^ avec la fonction (1+M~^** >V|)~^. Par une integration par parties 
semblable a (|4.3.14| ), nous obtenons une decroissance en W^ sur une echelle M~*^ Cette 
decroissance sera utilisee pour integrer sur un We' contenu dans W'^. Le resultat de cette 
integration est d'ordre M~^** au lieu de M^*«'. Le gain est done M"^**^"^*^'. 



4.3.3 Faces brisees 

Nous rappelons qu'une face brisee est une face a laquelle appartiennent des points 
externes. Quand on ne considere pas de graphe du vide, il y a toujours au moins une face 
brisee. Celle-ci est par definition la face externe. Dans I'image de la rosette, les lignes qui 
bouclent au-dessus de points externes forment des faces brisees supplementaires. Celles-ci 
produisent des oscillations du type x A w (voir lemme p. 2. 3D . Dans le cas planaire avec 
B ^ 2 faces brisees, nous allons nous servir de ces oscillations pour obtenir de meilleures 
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decroissances que celles du lemme ^4.3.1| . Soit Qxw la matrice anti-symetrique representant 
les oscillations entre les x externes et les w. Apres le changement de variables W — > W , 
cette matrice devient 

Q'xw = QxwT-\ (4.3.21) 

Ainsi TgQ'xw = rgQxw- Soit / un ensemble d'entiers naturels consecutifs indigant des 
variables externes Xk, k G /. Celles-ci oscillent avec les variables wi, i E Bj on Bj est 
I'ensemble des lignes bouclant au-dessus de ces variables. Verifions maintenant que dans 
les nouvelles variables, les x^, k E I oscillent seulement avec les Wi, i G Bj. Pour cela, 
supposons que deux ensembles X et y de variables externes oscillent avec deux ensembles 
A et B differents de lignes de boucles : 

Q'xw = QxwT~^ ^ ( BD^'^ ' (4.3.23) 

En effet, dans le cas planaire, les Wi ne sont fonction que des w^i avec i' D i. T (et T~^) 
est done non seulement triangulaire (inferieure) mais aussi diagonale par blocs. Ainsi 
I'oscillation entre les variables externes Xk et les We est 

XjQxwT-'W'j,^ = J2 V{k)xk A CL(>V,, i G Bj) (4.3.24) 
fee/ 

ou CL signifie combinaison lineaire. Apres les exemples des masselottes et de la non 
planarite, il devrait etre clair que cette oscillation permet I'obtention d'une decroissance 
en les variables externes d'echelle M"™™*^^/*^ Si ces points sont de « vrais » points 
externes (d'echelle —1, integres avec des fonctions test), nous utiliserons cette decroissance 
pour ameliorer le comptage de puissance. Habituellement les points externes sont integres 
contre des fonctions test (le resultat est d'ordre 1) si bien que le gain est ici M~^™™*^ 



4.4 Comptage de puissance 

Dans cette section, nous utilisons les decroissances obtenues dans les sections prece- 
dentes en les adaptant au cas multi-tranches. Le lemme |4.3.1| stipule qu'il est possible 



d'obtenir |£| decroissances independantes equivalentes aux masselottes de la theorie $^ 
plus n — 1 masselottes pour les longues variables de I'arbre couplees a n — 1 fortes de- 
croissances (en les pi). La methode employee pour obtenir le comptage de puissance de la 
theorie depend de la topologie du graphe considere. 

Nous ne considerons que des graphes avec au moins deux pattes externes. Les graphes 
du vide sont consideres en appendice [A.2| . Nous utilisons I'arbre de Gallavotti. Nous le 
parcourons des feuilles vers la racine c'est-a-dire de I'echelle de la coupure ultraviolette 
a I'echelle 0. Soit une composante connexe G], orientable. Pour toutes ses lignes, nous 



obtenons les masselottes par la methode exposee dans la section |4.3.1J . Si G]. est planaire 



regulier ((7 = 0, 5 = 1), nous utiliserons directement le lemme |4.3.1| . Si G]. est non pla- 



naire {g ^ 1), nous exploitons les oscillations du type W A W. Grace a la procedure 



122 



Chapitre 4 - Le modele de Gross-Neveu non commutatif 



expliquee dans la section [4.3.2| , nous obtenons une decroissance supplementaire en un 
W^, I & C\. Celle-ci est au pire d'echelle M~*. Nous procedons de la meme fagon pour 
toutes les composantes connexes non planaires primitives c'est-a-dire ne contenant pas de 
sous-composante non planaire. Les ameliorations correspondantes sont independantes. 

Si un noeud de I'arbre de Gallavotti est planaire mais possede plusieurs faces brisees, 
nous regardons le nombre de pattes externes qu'il a|. Si N{G\) ^ 6, nous utilisons la borne 
du lemme [4.3.1| . Lorsque N{G\) = 4, le nombre de faces brisees est 1 ou 2. Interessons- 



nous au cas B = 2. A I'echelle z, une ou plusieurs lignes bouclent au-dessus de deux points 
externes notes x' et y' . Contrairement a la theorie des champs commutative, le comptage 
de puissance de cette composante connexe depend des echelles entre z — 1 et 0. Soit ^ 
I'unique chemin dans I'arbre de Gallavotti-Nicolo reliant G]. a G. S'il existe une echelle 
io < i et une composante connexe dans ^ telle que A^(G^°) = 2 alors il existe des 
lignes d'echelles entre i et io joignant x' a y'. Soient / I'ensemble de ces lignes et im-i 
I'echelle du premier noeud dans ^ apres G^. Nous allons montrer que si card / = 1 alors 
Gl est logarithmiquement divergente. Si card/ ^ 2 alors Gl sera convergente comme 
^-2(j-i„_i)_ gj^gj^ g'^j n'existe pas une telle G)?, alors G\ sera aussi convergente comme 



Considerons la figure ^J] qui est plus simple que la situation generale mais presente 
toutes ses caracteristiques importantes. Nous definissons / comme I'insertion composee 
des lignes ei, 62 et du graphe G/. Notons que / pent etre vide et G/ non planaire. Les 
differentes echelles des lignes de / sont io < ii < ■ ■ ■ < v_i(< im = i)- La composante 
connexe d'echelle io est notee G^". Nous ecrivons egalement Ci I'ensemble des lignes de 
boucles de I'insertion I. 




(a) Situation typique (b) L 'insertion / 

Fig. 4.1: Composante connexe (potentiellement) critique 



Nous obtenons d'abord toutes les decroissances pour les variables vi et pi sauf pour la plus 



sil a ete remarque dans |CR01| que les graphes orientables ne peuvent pas avoir N = 2 ei B = 2. Un 
argument simple sur la rosette de Filk le montre egalement. 
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basse ligne d'arbre t dans /. L'oscillation totale peut s'ecrire 

e{l)ai) + l-{l + e{t)Q)e{t)vtAut 



=ipE + ^x+ ^(01^^ ^ (ui 

T\{t} 

+ J] (1 + e{l)n)-^e{l)Vi -pi + J2 ^ - + W'RiP + PR2P 

r\{t} ci 

+ - ^(1 + e{i)n)e{i)wi Aui + - ^ e{i)wi A + e{i')wi, A m 

e{i')we> Aue + 

kcC 



(4.4.1) 

PR3U 



+ 



Ci 

iciu{t})cci 



WiAui 



{CiU{t})cCi 



^ ui> A ui 



]- ^ ui> Aui + ARiA + AR^U + AR^^X 



CtkCi 



ou nous avons ecrit W/ {WD pour une combinaison lineaire de variables We, i ^ Ci {C],). 
Choisissons une variable We, i G C\. Nous utilisons l'oscillation We A {J2{CiU{t})ci'^i + 
^^.^^?7(A;)xfc) pour obtenir une decroissance s impliquant | '^Ciu{t} + Sa;c£'^(^)^'=I ^ 
M-\ 

S'il y a des points externes survoles par la ligne i, il existe k tel que Xk = z C i. 
Alors pour toute ligne de Cj U {t}, nous effectuons les cliangements de variables ([4.3.12|) 
et (|4.3.19| ) mais ou z remplace xi. Ces modifications laissent la fonction s independante 
des variables a^, / G U {t}. Ceci permet done d'obtenir une masselotte d'echelle ii pour 
toute ligne / G £/ U {t}. 

S'il n'y a pas de points externes a part x et y dans G]°, (voir figure |4T|) , la fonction 5 
ne depend que de ^(^Cju{t})ci'^i ^fc' ™ graphe a deux points. Soit io la plus basse 
ligne de /, ieg = io- Notons que c'est necessairement une ligne de boucle. Pour toute ligne 
£ E Ci \ {£0}, nous effectuons 



ue —^ue - e{i)ae. 

We ^we + ae, 
U£o -^ueo + e{i)ae, 
weo ^we - e{io)e{i)ae. 



(4.4.2) 



Ces cliangements laissent ue + (et s) fixe(s). Ainsi pour toute ligne i E Ci \ {io}, 
nous avons une decroissance en We — e{i)e{io)Weo d'indice ii. Toutes ces fonctions sont 
independantes. Pour Eq, nous faisons 



Weo ^^^0 + «^o' 
Ut ^ut + £:(^o)a£o- 



(4.4.3) 



Nous obtenons une decroissance permettant d'integrer sur Weo prix de M*' ^ M*". 
Enfin, pour la ligne d'arbre t, nous utilisons le changement de variables ([4.3. 12|) . Celui-ci 
introduit at dans s. La masselotte pour Vt est done d'echelle M\ Heureusement la forte 
decroissance associee a pt est d'echelle M~\ Nous retrouvons le fait que les longues va- 
riables de I'arbre ne coiitent rien. 
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Qualifions de critique une composante connexe avec N = A, g = 0, B = 2 et dont 
I'insertion / est reduite a une seule ligne. Nous pouvons maintenant prouver le lemme 
suivant 

Lemme 4.4.1 (Comptage de puissance) SoitG un graphe connexe orientable. Quelque 
soit O G [0, 1[, il existe A' G M tel que son amplitude amputee Aq integree contre des fonc- 



tions test (voir ( U-S. dj) ) soit bornee par 

i^gi ^i^^n^'^'^^^'^ 



(4.4.4) 



avec uj{Gl.) 



i,k 

iV-4 



N 

N + A 



0, 



si (N = 2 ou N ^ 6) et g 
St N = 4, g = et B = 1, 
si G\ est critique, 

si N = 4, g = 0, B = 2 et G\ non critique, 
si g ^ 1. 



(4.4.5) 



Remarque 11. Le comptage de puissance du lemme precedent n'est pas optimal mais il 
est suffisant pour prouver la renormalisabilite de la theorie. Apres une etude du propaga- 
teur de la theorie dans la base matricielle ||GRVT06| , nous pourrions obtenir le comptage 
optimal notamment la dependance en le genre. Concernant les faces brisees, la borne 
( |4.4.4D est presque optimale. Pour la fonction a quatre points, elle Test. Mais pour les 
fonctions a six points ou plus, nous n'avons pas cherche a ameliorer la borne simple don- 
nee par le lemme |4.3.1| . Neanmoins remarquons que pour ces fonctions, des situations 
semblables a celle rencontree pour la fonction a quatre points peuvent se produire. Les 
points « externes » dans les faces brisees supplementaires peuvent n'etre joints que par 
une seule ligne basse. Dans ce cas, la face brisee n'ameliore pas le comptage de puissance 
meme pour les fonctions a six points ou plus. C'est I'une des differences entre le modele 
de Gross-Neveu et la theorie 



Demonstration. Le lemme ^.3.1| nous permet de borner I'amplitude d'un graphe G connexe 
orientable par 

N 

^K^ / dx,g,{xr + {a})6Gl[dx,g,{x,)l[daiM''^E{ai) (4.4.6) 

i=2 l£G 
1 



YlduidVidpi M^'e" 



M''n(u,-e{l)aif 



n I L_ 

■l-l l + M-»iV?„l + M2'i 

II— C\ ^iH' 



YlduidWiM'^M'^e- 



/i=0 

1 



n - 



oil K E M et gi, i E |l,iV] et S sont des fonctions de Schwartz. La fonction 6g qui 



correspond a la racine de I'arbre, est donnee par (voir section |3.1.3|) 



ui 



(4.4.7) 



ie£{G) 



leTuc 
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Elle permet d'integrer sur I'une des positions externes. Les autres sont integrees avec les 
fonctions gi. La borne (|4.4.6| ) sur la valeur absolue de Pamplitude devient done 



^ 1 1 

ndu,dV,dv, M^'e-^'''("'-^(')''')' TT = = f4 4 8) 

Les integrations sur les variables coutent C(l). Pour toute ligne / du graphe, I'integra- 
tion sur la variable ui correspondante rapporte 0(M"^*'). L'integration sur vi (resp. wi) 
est d'ordre 0(M^*'). Mais pour les lignes d'arbre, ce mauvais facteur est compense par 
l'integration sur pi qui donne C(M~^*'). Ainsi les boucles ne coutent que 0{1) alors que 
les lignes d'arbre rapportent C(M~^*'). Nous avons done la borne suivante 



^i^'" JJm^'+^ JJm-2(^'+i). (4.4.9) 



Nous pouvons alors redistribuer le comptage de puissance dans les composantes connexes 
en suivant |[Riv91|| : 

nM'+i=nnM=n n ^= n (^aio) 

l£G l&G i=0 IdG (i,fc)eN2| (j,fc)eN2 i(zGi 

j]m2(^+^)=j] n n n^' ("^^^^i) 

Ainsi, en changeant K' en I'amplitude d'un graphe G connexe orientable est bornee 
par 

JJ M-^-(«'^), (4.4.12) 

(i,A:)6N2 

ouu{Gl)=N{Gl)-A (4.4.13) 



ce qui prouve la premiere partie du lemme 4.4.1 



Si une composante connexe G\ est non planaire, il existe G telles que l'inte- 
gration sur Wi rapporte M~^*«' ^ M~^* an lieu de M^** (voir section |4.3.2| ). Le gain par 
rapport a ( |4.4.13| ) est d'au moins M~^\ Le degre superficiel de convergence devient alors 
u{Gl) = N{Gl) + 4. 

Enfin soit une composante connexe G]. avec quatre pattes externes et deux faces bri- 
sees. En utilisant les notations definies precedemment, si G^", a plus de deux points ex- 
ternes, nous utilisons la fonction s pour integrer sur I'un de ces points ce qui rapporte 
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M~^* au lieu de 0{1). Soit ^ le chemin de I'arbre de Gallavotti-Nicolo qui relie Gl a 
G. Le facteur M~^* ameliore le degre superficiel de convergence de tons les noeuds de 
avec = 4, i? = 2. II devient done uj{Gl.) = N{Gl). Si est un graphe a deux points, 
nous utilisons s pour integrer sur la variable u^^, de la plus basse ligne Eq de I'insertion 
/. Ceci rapporte M~^* au lieu de M"^*". Le gain par rapport a (|4.4.13| ) est M~^'^*~*°\ 
Mais I'integration sur We^ coute M^** au lieu de M^'^o . Le gain total est done seule- 
ment M~^'^*~**\ Ce facteur supplementaire permet d'ameliorer le comptage de puissance 
de toutes les composantes connexes avec N = i, B = 2 dans ^ entre G^ et I'echelle it. 
Leur comptage de puissance passe de — 4 a A^. Mais notons qu'entre it (I'echelle de la 
plus basse ligne d'arbre de /) et zq, seules des lignes de boucles peuvent apparaitre. Ainsi 
le nombre de points externes ne pent que decroitre strictement dans ^ de I'echelle it a 
I'echelle zq- etant un graphe a deux points, il ne pent y avoir qu'une seule composante 
connexe divergente dans ^ entre it et zq- C'est un graphe a quatre points avec B = 2 a 
I'echelle ii (I'echelle la plus basse de / superieure a io). De plus, ga ne pent se produire 
que s'il n'y a qu'une seule ligne de boucle a I'echelle io. Cette composante est critique (par 
definition) et nous ne pouvons pas ameliorer son comptage de puissance qui reste A^ — 4. 



Ceci acheve la preuve du lemme 4.4.I. □ 



4.5 Renormalisation 



Grace au comptage de puissance prouve dans le lemme 4.4.1, nous savons que seuls 



les sous-graphes planaires avec deux et quatre pattes externes sont divergents. Plus preci- 
sement, les seuls graphes a deux points divergents n'ont qu'une seule face brisee. D'autre 
part, les graphes a quatre points divergents ont soit une seule face brisee soit sont critiques 
c'est-a-dire ont A^ = 4, = 0, 5 = 2 et les deux points « externes » qui appartiennent a la 
seconde face brisee sont lies par une seule ligne d'echelle plus basse. Nous allons prouver 
que les parties divergentes des amplitudes correspondant a ces graphes sont de la forme 
du lagrangien initial. 



4.5.1 La fonction a quatre points 

B = 1 

Soit un sous-graphe planaire a quatre points et une face brisee necessitant d'etre 
renormalise. II est done un noeud de I'arbre de Gallavotti-Nicolo. II existe (z, k) G tel 
que N{Gl) = 4:,g{Gl.) = 0,B{GI) = 1. Les quatre points externes du graphe ampute 
seront notes Xj, j e |1,4]. L'amplitude associee a la composante connexe G^ est 

Agi({^3})= YldxiMxi)Mx2)Mx3)Mx4)SGie''''» (4.5.1) 
^ i=i 

Y\ duidvidpiCWui) J]^ duidwiC'/{ui) 

ou e est le plus grand indice externe du sous-graphe et ipe, sont des champs d'indices 
inferieurs ou egaux ke < i. Nous allons proceder a un developpement de Taylor au premier 
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ordre qui permettra de decoupler les variables externes xj des variables internes u et p et 
d'identifier la partie divergente de I'amplitude. Nous introduisons un parametre s en trois 
endroits differents. Tout d'abord, nous developpons la fonction Sqi^ comme 

6g^^ (a + sil) ^ =6{A) + ^ dsli- V(5(A + sil) (4.5.2) 
ou A =xi — X2 + X3 — X4 et il = ui. 

Dans le cas d'un graphe orientable, les champs ip sont associes aux positions impaires et 
les '0 aux positions paires. De plus, si le graphe est planaire regulier, le corollaire |3.2.4 



nous permet de fixer la forme exacte de la fonction delta de racine notamment I'alternance 
des signes. Ce corollaire donne aussi I'oscillation externe </:>£;. Le reste de I'oscillation ip'^ 
est egalement developpe. Dans notre cas, I'oscillation totale est donnee par le corollaire 
3.2.4| et par les oscillations des fonctions delta de branches : 

ip'^is = l) = ipE + XQxuU + XQxpP + UQuU + PQpP + UQuwW + PQpwW. 

(4.5.3) 

Remarquons que Qxw = Qw = pour les graphes reguliers planaires. Nous ecrivons 
exp i{XQxuU + XQxpP + UQuU + PQpP) (4.5.4) 

=1 + 1 [ ds{XQxuU + XQxpP + UQuU + PQpP)e''^^^'^^+^^''^^^+'^^^^+'^^^^. 
Jo 

Finalement nous developpons aussi les propagateurs internes. Pour toute ligne I E G^, 

Ci{ui, s=l)=^ J ^ g-§ coth(2Ct,K (,f] cothi2nti)e{l)e{l)^^ (4.5.5) 



+ sne{l)e{l)tii + sm) ( cosh(2ntOl2 - szf sinh(2fiti)70^S) 
2zfi2 fit (,-t,m- 



s=l 



roo 7. —tim^ - _ 



^TT Jq Jo smh{2nti) 



X |(fie(/)e(/)?ti + m)(cosh(21]ti)l2 - szf sinh(2fit;)7e^S) 
- i^smh{2nti){in coth{2nti)e{l)e{l)^i + sVte{l)e(l% + sm)70^S 

Le contreterme associe a la composante connexe G\ correspond aux termes d'ordre 
des trois developpements precedents : 

tA^, = / \{dx,i,e{xi)^e{x2)^e{xz)MxA)5{A)e''<'^ (4.5.6) 

' J i=l 

X / JJ duidvidpi Cf {uu s = 0) JJ dudwi C\'{ui, s = 0)e*'^^('=°) 
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oil ifE = '^^<^j=li~'^y~^^'~^^Xi A Xj. Ainsi le contreterme est de la forme 



Ty4^i = J {ipe ^Ipe^lpe* Ipe) (x) (4.5.7) 



J] duidvidpiC\'{uus = 0) W dudwiCY{u,,s = 0)e*^^(^=°). 
Pour prouver que xA est de la forme du vertex initial, il reste a montrer que sa structure 



spinorielle est I'une de celles de I'equation ( |4.2.7| ). Outre les oscillations et les decroissances 



exponentielles des propagateurs, le contreterme contient 



22n-]V/2 



i&G leG 



Chacun des 2^"~^/^ termes Pi de P consiste a choisir pour chaque ligne / G G soit 7' 
soit 'j^u}. Tout Pi possede n° et nj v} . Remarquons que, mis a part P, le contreterme 
est invariant sous le changement V/ G G, m° — — m° et w] —w]. Ainsi seuls les Pi 
avec pair sont non nuls. Avec le meme type d'argument, nous prouvons que n\ doit 
egalement etre pair. Chaque terme de xA contient done un nombre pair de 7° et de 7^. 
Pour la fonction a quatre points, le developpement de Taylor (^.5.5|) est possible car le 



nombre de lignes internes est pair (il vaut 2{n — 1)). Nous introduisons maintenant la 
notion de chaine et de cycle. 



Definition 4.5.1 (Chaine et cycle) Nous dirons que deux champs sont dans la meme 
chaine 

- s'ils appartiennent a un meme produit scalaire a un vertex^, 

- s'ils sont relies par un propagateur. 
Un cycle est une chaine fermee. 

Ainsi les champs externes sont relies par des chaines. Les autres champs appartiennent a 
des cycles. Les matrices 7° et 7^ sont done reparties dans les chaines et les cycles. Chaque 
cycle correspond a un terme qui, a un signe pres, vaut Tr ((7^)^(7^)'') • Ce terme est non 
nul seulement si p et g sont pairs. Sachant que le nombre total de 7° est pair, que le 
nombre total de 7^ est pair et que chaque cycle contient des nombres pairs de 7" et de 7^, 
les differentes chaines du graphe se partagent un nombre pair de 7° et un nombre pair de 
7^. La fonction a quatre points contient deux chaines. II y a done quatre possibilites pour 
la repartition des matrices gamma dans ces deux chaines. Chacune d'elles pent contenir 
un nombre pair ou impair de 7" on de 7^. 



En fonction du nombre et du type de vertex rencontres le long de ces chaines, elles 
peuvent soit relier un '0 a un soit relier deux champs de meme nature. Nous pouvons 



''Par exemple, les deux premiers champs de I'mterction (4.2.7a) appartiennent au meme produit sca- 
laire. 
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ainsi avoir affaire a douze structures spinorielles differentes : 



(7 ) (7 ) 



Ip -kip -k 



[l^f^'il^Y"' = ±V^*1^*V^*1V^, (4.5.9a) 



-k 



1p -k 1p -k 



(/)2p'+i (y)2g' ^ ^^^^^o^^^^^o^^ (4.5.9b) 



ijj -k 



0^2p I i\2q+l 



ip-kip-k 



(y)2<?'+i ^ ^^^^y^^^^y^^ (4.5.9c) 



tp -k 



0\2p+l / i\2g+l 



l/j -k l/j -k 



0\2p'+l / i\2g'+l 



(7 ) (7 ) 



'ip = ^ip -k 7%^-?/; -kip -k 7^7^-?/;. 



De la meme fagon, nous pouvons avoir 



±.ip -k -kip -k lip^ 



±1p i<: 'J^lp -kip -k 'J^lp, 



±1p -k ■j'^lp -kip -k ■j'^lp, 



±1p -k 'J^'J^lp -kip -k 'j'^'y^lp 



(4.5.9d) 

(4.5.10a) 
(4.5.10b) 
(4.5.10c) 
(4.5. lOd) 



±1pa -kipc-klpk-k Ipdlab^ cdi 



±1pa -k1p^-k1pi,-k Ipdlablld 



±1pa -klpc'^^A'*' ^dllblld 



±1pa'k1p^-klPi,-klPd (7°7^)<,b (7%^)^rf- 



(4.5.11a) 
(4.5.11b) 
(4.5.11c) 
(4.5. lid) 



Pour prouver que la divergence de la fonction a quatre points est bien de I'une des formes 
des vertex originaux (|4.2.7| ), il est pratique de les recrire d'une maniere differente. 



Identites de Fierz non commutatives Une base de MuiS^) est fournie par la re- 
presentation de I'algebre de Clifford {7^,7^^} = —D5^^ de dimension D. En dimension 2, 
i3 = {ro = 1, = 70, r2 = 7\ r3 = 7O7I} est une base de M2(C). Ainsi soit M e M2(C), 



M = -^ ^ 7]abTt{MT^)T 

A,B=0 

avec r] = diag(— 1, 1, 1, 1). 



B 



(4.5.12) 
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Nous allons utiliser une telle decomposition pour recrire les interactions du modele sous 
une autre forme. Par exemple, considerons I'interaction (|4.2.7bD . Si nous definissons Mab = 
ipb ^ ipa et utilisons ( [4.5.12| ) 



on a 



B 
ab' 



(4.5.13) 



A,B 



Ceci nous permet d'ecrire 



IJ2vab [^P^r^^^^^r^'ip. (4.5.14) 

^ A,B 



De la meme fagon, pour I'interaction (|4.2.7c| ), nous utilisons la decomposition 

Mba =i^a^A = -ij^ Wa'^^r^'b^rf, (4.5.15) 



A,B 



et ecrivons 



a,b ^ A,B ^ 



(4.5.16) 



avec = diag(— 1, 1, 1, — 1). Nous procedons de la meme fagon pour les trois autres 



interactions. Les six interactions possibles sont resumees dans le tableau [4.5.1| . Finalement, 
les trois interactions orientables ( |4.2.7D s'ecrivent comme combinaisons lineaires de 



ip ik lip ik ip ik lijj, 

l/j 'J^lp -kip -k 'Jfj_1p et 
1p -k 'J^'J^lp -kip -k ■y^'J^lp 



(4.5.17a) 
(4.5.17b) 
(4.5.17c) 



alors que les interactions non orientables (|4.2.8| ) se recrivent en fonction de 



tp i< 1^ -k^p -k 1?/), 
ip -k 'y'^ip -kip -k '^^ip et 
%p -k '-y^'j^ip -k ip -k •y^'f^ip. 



(4.5.18a) 
(4.5.18b) 
(4.5.18c) 



Dans les equations ( [4.5.17b| ) et ( [1.5.18b| ), la somme sur /i est implicite. 



Interactions du modele de Gross-Neveu non commutatif 


Orientables 


Non orientables 


a,b 

1 X - f 


• 5Z (^a * ^6 * * -ipa) (x) 
a,b 


• ^ i dx [^a-^^a-^^b-^ A) (x) 
a,b 


• ^ j dx [^a-^^a-^^b-^ A) (x) 
a,b 


• ^ 1 dx [^a-^^b-^^a-^ A) (x) 
a,b 


• ^ 1 dx [^pa-^A'^'lpa'^ A) (x) 
a,b •' 


g' = diag(-2, 0,0,0), g^ = r] = diag(-l, 1,1,1), g' = diag(-l, 1, 1, -1) 

VA G [1, 41, G i3 = {r" = 1, = 7°, = 7^ = 7O7I} 



Tab. 4.1: Les interactions et leurs differentes ecritures 
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Nous montrons que quelque soit T G B, ip-kT ip-kip-kT ip, ip-kV ijj-kijj-kT ijj et 
^ V'c ^ '0b * i^cF^b^^d peuvent s'exprimer en fonction des interactions orientables du 



tableau 4.5.1 grace a une symetrie du modele. 



* V^iIj V^iIj 



(4.5.19) 



On a done 



A,B 

ip -k r'^i/j icijjic r'^i/j 



si r^ = 

avec g 
avec g 
avec 5^ 



1 



diag(-l,l,l - 1) si 
diag(-l, -1,1,1) si 
diag(-l, 1,-1,1) si r'^ 



7^ 



(4.5.20) 



avec g 



'diag(-l, 1,1,1 
diag(l, 1, 1, -1 
diag(l, -1,1,1 

.diag(l, 1,-1,1 



si 
si 
si 
si 



1 

7°7^ 
7° 



(4.5.21) 



(4.5.22) 



7 



Si r*" = 1 ou 7°7^, I'interaction (|4.5.21J ) s'ecrit en fonction des interactions (|4.5.17|) . Par 
contre, si F*-^ = 7° ou 7^ independamment, c'est impossible. Heureusement il existe une 
symetrie impliquant que les contretermes associes a I'interaction (|4.5.21| ) pour F*" = 7° 



et 7^ sont egaux. En effet, chaque terme Pi du polynome P ( |4.5.8| ) consiste a choisir, 
pour chaque ligne du graphe, soit 7° soit 7^. A chacun de ces termes est canoniquement 
associe un terme Pi = Pj^ j i pour lequel on a fait exactement le choix inverse de Pi 
pour chaque ligne. Ainsi pour obtenir Pi, nous considerons Pi et changeons les 7'^ en 7^, 
les M° en u} et vice-versa. Tout contreterme associe a un Pi est constitue d'un ensemble 
de matrices gamma et des integrales sur les variables u/, pi, vi et wi. La rotation 



V/ G G, u 



(4.5.23) 



W (vl) 



u 



montre que les integrales de Pi sont egales a celles de Pi (le nombre total de u] est pair). 
Examinons alors les produits de matrices gamma. Soient G N et Vj G |0, 2A^+ 1], rij G 
N. 



N 



i=0 
N 



l_(_l)"2i i_(_i)"2i+l 



(4.5.24) 



i=0 
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Chaque produit de 7° (resp. 7^) a ete reduit par la relation (7°)^ = (7^)^ = —1- Le 
produit est done egal, a un signe pres, a un produit alternant de 7° et de 7^. De la 
meme fagon, 



N 



i=0 

= n(-l)l^l^"^l (Y)"^ b")"^^ ■ (4.6.25) 



i=0 



Remarquons que les signes en facteur de P^ et P^ sont les memes. Soient Uq et nf le 
nombre total de 7" (resp. 7^) dans P^. Ce produit P^ pent etre 

1. 7°7^ ■ ■ ■ 7°7^, = n^. 




^7 ) f_^•^p^,0^,l .^^a_^a^2p'^ l^-O-^DJ 



2. ^1^0... ^1^0 




2p 

si = = 2p 



^'H ',.,0 rr,, («.27) 



3. 7^7^ ■ ■ ■ 777, = + 1. 




P,' = Vr'' \ ^^"'"^'^ (4.5.28) 



4. 7^7° . ■ . 7S°7^i raf = rig + 1. 




^, , si Tin = 2p 
P.' = < . 'o .J . , . (4-5.29) 



''0 



2p 



Appliquons ces resultats aux cycles et chaines d'un graphe. Tout d'abord, remarquons que 
les nombres respectifs de 7° et de 7^ dans le polynome alterne ont meme parite que les 
nombres totaux dans P^. Chaque cycle comporte un nombre pair de 7" et de 7^ et corres- 
pond done a des situations du type ( |4.5.26|) ou ( |4.5.27|) qui sont exactement symetriques 



sous I'echange 7° 4-^ 7^. Quand les deux chaines du graphe possedent un nombre impair 
de 7° et pair de 7^, nous sommes dans la situation 3 ou 4. Ces situations sont symetriques 
sous I'echange 7° <-> 7^. Le signe relatif entre les polynomes P^ et P^ est + et (surtout) 
ne depend que des parites des nombres totaux de 7° et 7^. Ce signe ne depend pas de la 
configuration des produits de matrices c'est-a-dire qu'il ne depend pas des Uj dans ( ^4.5.24| ). 



Ainsi le contreterme ipV'-' ipipT^ ip ne pent etre que de la forme iplijjijjlijj , ip'y^'y^ipip'y'^'y^ip 
ou 'i^7'^'?/^'i^7^'?/^. II en est de meme pour les deux autres contretermes ipT'^ipipT'^ip et 
i^ai^ci^bi^dTab^cd- La sommc dcs deux dernieres interactions dans ( [4.5.22|) est bien une 
combinaison lineaire des interactions initiales. Nous verifierions de la meme fagon pour 
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ipaipcipbipdTab^cd- ^eci piouve que xA est bien de la forme des vertex initiaux. 

Comme nous nous y attendons pour la fonction a quatre points, rA est logarithmique- 
ment divergent. Pour le verifier, il suffit de reiterer la procedure utilisee en section |4.3.1| 
avec les changements de variables (|4.3.12| ) et ( [4.3.19|) mais sans modifier Xi (les variables 



externes sont decouplees des variables internes dans le contreterme). Le reste (1 — t)^ 
est compose de quatre types de termes diff'erents. Chacun d'eux ameliore le comptage de 
puissance et rend (1 — t:)A convergent quand i — e ^ oo : 

- it- V5(A + sil). Par integration par parties sur une variable externe, le gradient agit 
sur un champ externe et donne au plus M'^. il apporte au moins 

- XQxuU, XQxpP. X apporte et U (resp. P) M-\ 

- UQuU, PQpP fournissent au moins M~^\ 

- Le developpement ( |4.5.5|) des propagateurs apporte M~\ 

En conclusion, ces termes de reste ameliorent le comptage de puissance d'un facteur au 
moins egal a M~*^*~^^ ce qui rend (1 — t)A convergent et non pertinent pour la renorma- 
lisation. 

B = 2, critique 



Le comptage de puissance demontre en ( [4.4.4| ) laisse supposer que les composantes 



connexes critiques divergent logaritmiquement. Des calculs exacts de graphes simples et le 
comportement de la theorie dans la base matricielle montrent que c'est bien le cas. Mais la 
partie divergente de I'amplitude de ces graphes n'est pas de la forme du lagrangien initial. 
Malgre cette divergence, nous ne renormalisons pas ces graphes. En fait, nous montrerons 



dans la section |4.5.2| que la renormalisation de la fonction a deux points correspondante 
est suffisante pour rendre le graphe complet convergent, y compris la sous-divergence 
critique a quatre points. Soient i I'echelle de la composante critique et j < i I'echelle de 
la sous-fonction a deux points correspondante. Les termes de reste de la renormalisation 
de cette fonction a deux points fourniront M~^^~^^ (< M~*^-'~^^). 

4.5.2 La fonction a deux points 

Soit un sous-graphe planaire a deux points necessitant d'etre renormalise. II existe 
{i,k) G tel que N{Gl) = 2,g{G\) = 0. Les deux points externes du graphe ampute 
seront notes x,y. L'amplitude associee a la composante connexe Gl est 

A'^.^ix.y) = / dxdyipe{x)ipe{y)SG'y^'" Y\. duidvidpiCl'{ui) J]^ duedwiC'/{ue). 

Nous allons proceder a un developpement de Taylor au second ordre. Tout d'abord, nous 
developpons la fonction ^Qi^ comme 

(a; - y + sil) =5(a; - y) + il ■ V5(a; - y) + \ (1 - s)(il ■ V)^5(A + sil) 
* Jo 

(4.5.30) 



Section 4.5 - Renormalisation 



135 



ou nous avons utilise les memes notations que dans la section precedente. L'oscillation 
entre x et y est expzx A y. Grace a la fonction 5^^, nous absorbons cette oscillation dans 
une redefinition de la matrice Qxu- Puis nous developpons l'oscillation : 

exp i{XQxuU + XQxpP + UQuU + PQpP) = 1 + t{XQxuU + XQxpP) (4.5.31) 
- j ds ((1 - s){XQxuU + XQxpPf - i{UQuU + PQpP)) 

X ^is{XQxuU+XQxpP+UQuU+PQpP) 

Finalement nous developpons aussi les propagateurs internes. Pour toute ligne I G G]., 

Q poo jj. -tim? o ~ ~ ~ 

Ci{uus = l)~ ' ^ e-^^°^'^(^"*')"?(zl]coth(21]t;)e(/)£(/)^. (4.5.32) 

c'tt Jo sinh(2fit/) 

+ sne{l)e{l)ti + m) ( cosh(2fiti)l2 - sf z sinli(2f2ti)76^S) 



s=l 



u_ / atie ^ coth(2ni,K ( ^Q coth(2Qti)e(l)e(M, + m 

Ot^ Jo tanh(2fit;) V y v y v /r« 

H / ds — ^ — ^-^coth{2nti)u, 

6*71" Jo Jo smh{2nti) 



ne{l)e{l)$i{cosh{2nti)l2 - szf sinh(2fitO70^S) 
- sinh(2ntz) {in coth{2nti)e{l)e{l)^i + sne{l)e{l% + 771)76"^} • 

Le lecteur attentif aura remarque que le developpement (|4.5.32|) du propagateur est diffe- 



rent de celui pour la fonction a quatre points ([4.5.5|) . En effet, nous autorisons ici le terme 
de masse a faire partie du developpement a I'ordre 0. La raison est que le nombre de lignes 
internes de la fonction a deux points est impair (il vaut 2n — 1). Pour le contreterme de 
masse, si tons les propagateurs contribuent par un terme en m, le contreterme est nul. 
En realite, le comptage de puissance est obtenu quand un propagateur utilise le terme 
de masse et tons les autres le terme 1^. Ceci implique que la divergence de la masse n'est 
en fait que logarithmique. Pour les contretermes de fonction d'onde et contribuant a n$, 
cliaque propagateur contribue par I'intermediaire du terme dominant en ^. En effet, le 
contreterme rA associe a la composante connexe G]. correspond ainsi aux termes d'ordre 
et 1 des trois developpements precedents : 

tA^^ = xA^ + xA^ + tA^, (4.5.33) 
xAm = / dxdyilJe{x)ilJe{y)5{x - y) j W duidvidpi C'i'{ui, s = 0) (4.5.34) 

Yl duedweCi'iui, s = 0)e''^'n^'=°\ 
rAp = j dxdy tjje{x)ipe{y)^ ■ V5(x - y) J]^ duidvidpiCl'{ui, s = 0) (4.5.35) 
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Vn(s=0) 



rA^ = i j dxdyi,,{x)i,,{y)5{x - y){XQxuU + XQxpP) (4.5.36) 



JJ^ duidvidpi Cl^ {ui, s = 0) Y\ duidwi C^/{ui, s = 0)6*"^^ 



Le contreterme renormalise la masse. Sa divergence est logarithmique pour les raisons 
de parite evoquees plus haut. tA^ constitue le contreterme de fonction d'onde. 

xAf = - I dxi)e{x)V^e{xW ^Uidvidpi {uu s = 0) (4.5.37) 

W duidweC'/{ui, s = 0)e"^'»^'=^^ 

Comme pour la fonction a quatre points, ce terme contient le polynome (|4.5.8|) ici de degre 
impair. Les matrices gamma de chacun de ses monomes sont reparties en une chaine et en 
cycles (voir definition [4.5.1| ). Le nombre de matrices 7° et 7^ dans chaque cycle est pair. 



Ainsi le nombre de matrices gamma dans la chaine liant les points externes est impair. Le 
terme en ipeii'^doipe est non nul si le nombre de 7" est impair de telle sorte que le nombre 
total de u° soit pair. Le nombre de 7^ est alors pair. Le contreterme correspondant est 
done de la forme ipe'j^do'ipe- Nous lui associons le terme en ipeil^diipe ou nous choisis- 
sons le monome inverse (V/ G G, 7°u° l^uf). Par une rotation des coordonnees, nous 
montrons que le contreterme est bien de la forme ^el^^e- Sa divergence est logarithmique. 

Le contreterme tA^, egalement de divergence logarithmique, renormalise le « champ 
magnetique » fl^. Les differents termes contribuant a cette renormalisation sont de la 
forme / ipeipeix^u^ — x^n°) ■ • ■ . La encore, en associant deux monomes correspondant a 
des choix opposes et par une rotation, nous montrons que le contreterme est bien de la 
forme ^e^^e- Remarquons que les termes / ipe'ipeix'^Po + x^pi) ■ ■ ■ sont nuls par parite sur 
p (attention ici est le « moment » associe a une ligne d'arbre et non une derivee). II 
est facile de verifier, a partir de (|4.5.35| ) et (|4.5.36| ), que les contretermes xA^ et rA^ sont 



anti-hermitiens. lis sont done bien de la forme ippip et ip^ip. 

Les termes de reste, regroupes dans (1 — t)A, sont convergents. En effet, 

- (il ■ V)^5 fournit M~^* grace a il^ et M^"^ par integration par partie sur un point 
externe, 

- {XQxuU + XQxpPy donne M-^^'-'\ 

- UQuU + PQpP apporte M'^^ 

- le developpement des propagateurs fournit au moins M~*. 

Composantes critiques Considerons un graphe a deux points orientable d'echelle j 



contenant un sous-graphe critique d'echelle i > j (voir la definition section ^4.4| ). Cette 
composante a deux points est done constituee d'un sous-graphe a quatre points d'echelle 
i avec = 0, 5 = 2 et d'une unique ligne (de boucle) d'echelle j. Nous renormalisons 
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I'amplitude a deux points comme nous I'avons fait ci-dessus. Nous allons montrer que les 
termes de reste sont d'ordre M~(*~'^) (et non M~^^~^^) ce qui implique la convergence de 
I'amplitude renormalisee incluant sa sous-divergence a quatre points. 



Nous procedons comme explique dans la section Jusqu'a I'echelle i, nous ob- 
tenons toutes les masselottes necessaires pour les variables w et w et les decroissances 
associees pour les p. Nous avons ainsi une oscillation We A on ie = i et est la 
variable u de I'unique ligne d'echelle j. Nous I'utilisons pour obtenir une fonction s im- 
pliquant ^ M~\ II reste a fabriquer la masselotte pour la variable . Son associe 
etant maintenant d'ordre M~\ nous ne pouvons pas obtenir une masselotte d'echelle 
Nous ne pouvons atteindre que M\ Le gain obtenu avec la variable est perdu par la 
masselotte en et nous remarquons une fois encore que les composantes critiques sont 
divergentes. Cependant, toutes les variables u sont maintenant bornees par M~* ce qui 
implique que les termes de reste, excepte le developpement des propagateurs, donnent 
]Vf-2(i-e) _ j^-2{t-j) j^-2{j-e) ^ Tous Ics rcstcs dcs devcloppemcnts de propagateurs sauf 
celui correspondant a la ligne d'indice j donnent au moins M~\ II y a un terme dans le 
reste du propagateur le plus bas {im^smh{2ilti)'jQ~^'y) qui ne rapporte que M"^-'. Ce 
n'est pas suffisant pour regulariser la sous-divergence a quatre points. La solution consiste 
a inclure ce terme dans le contreterme. Ainsi, seulement pour le propagateur le plus bas, 
nous utilisons un developpement different de ( |4.5.32|) : 



Ci{ui, s = l)~ j " ^ e-§ -tM2ni,K coth{2nti)e{l)e{l)^^ (4.5.38) 



+ sVte{l)e{l)ti + m) ( cosli(2fit;)l2 - f « sinh(21]t;)70~S) 



s=l 



^TT Jo tanh(2fit,j 

X (cosh(2f]t,)l2 - |2sinh(2fiti)7e"^7) 

+ 7^/ ds / ^^^coth{2nt,)u^ 



Ott Jo Jo smh{2nti) 

X ne{l)e{l)ti{cosh{2nti)l2 - zf sinli(2fitz)7e~S) • 

Ceci rend convergents les sous-graphes a deux et quatre points. Le prix a payer est un 
contreterme de la forme t6m La preuve de ce dernier point est donne en appendice 



A.3| . Remarquons enfin que si m = 0, rAm = et aucun contreterme du type ip'j'^'y^ip 



n est necessaire. 



Remarque 12. II serait interessant d'etudier et de comparer les flots de Gross-Neveu, 
LSZ modifie et non modifie. Ces deux derniers ont-ils des flots ayant les memes 
caracteristiques. Et par rapport a et Gross-Neveu ? 



4.5.3 Renormalisabilite et vulcanisation 



Dans ce chapitre, nous avons prouve que le modele de Gross-Neveu non commutatif, 
defini par Taction ( |4.2.2| ) restreinte aux interactions orientables, est renormalisable a tous 
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les ordres de la theorie des perturbations. Nous avons d'abord calcule une borne sur I'am- 
plitude amputee des graphes (voir lemme |4".4.1|) . Ce comptage de puissance est celui d'une 



theorie renormalisable. Remarquons que cette borne est tout aussi valable a = 0. Puis 
nous avons montre que les contretermes necessaires sont de la forme du lagrangien initial. 
Cela signifie que le modele de Gross-Neveu non commutatif avec interactions orientables 
est renormalisable meme sans la procedure de vulcanisation. 

Definissons le melange ultraviolet /infrarouge de la fagon suivante. Nous dirons qu'un 
graphe a points presente du melange si son amplitude amputee integree contre des 
fonctions test (ou contre propagateurs externes) est finie (ou convergente au sens de 
la somme sur les attributions d'echelles) mais si, insere dans un autre graphe, son am- 
plitude diverge. Cette definition est bien compatible avec I'appellation de melange ultra- 
violet/infrarouge dans la mesure ou, dans le cadre de I'analyse multi-echelles, les seuls 
sous-graphes rencontres sont des composantes connexes. Ainsi une composante connexe 
d'echelle i presente du melange UV/IR si sa divergence (ultraviolette) depend des echelles 
inferieures a i (infrarouges) . Nous pouvons alors avoir affaire a deux types de melange. Le 
premier est celui que nous avons rencontre dans le modele de Gross-Neveu. II concerne les 
composantes critiques. Ces graphes planaires a quatre points et deux faces brisees ne sont 
pas renormalisables par un contreterme du lagrangien initial. Neanmoins ils apparaissent 
uniquement comme sous-graphe dans la fonction a deux points dont la renormalisation 
regularise la sous-divergence a quatre points. Nous pouvons qualifier ce melange de re- 
normalisable. II existe un second type de melange qui, lui, est non renormalisable. C'est 
celui qui a empeche la renormalisation des theories des champs non commutative jusqu'a 
Particle ||GW05b|| . Les graphes presentant ce melange non seulement sont non renormali- 



sables par un contreterme du lagrangien initial mais encore ne peuvent pas etre regularises 
par la renormalisation du graphe dans lequel ils sont inseres. L'exemple typique est celui 
du « tadpole » non planaire de qui diverge dans les fonctions a 6 points ou plus. 

Le modele de Gross-Neveu non commutatif orientable est renormalisable et ne presente 
done pas de melange UV/IR dangereux c'est-a-dire non renormalisable, meme en I'absence 
de vulcanisation (f2 = 0). Remarquons d'ailleurs que le comptage de puissance (le lemme 



4.4. 1|) est aussi valable pour la theorie complete (avec V = Vo + Kio) mais restreinte 
aux graphes orientables. Cela suggere que le modele complet pourrait etre renormalisable 
a r2 = si restreint aux graphes orientables. Bien sur, la « localite » des contretermes 
devrait etre verifiee. Ceci est immediat si on considere la theorie $^ naive 

S[(j)] = J d^x (^0(-A + m^)^ + ^0 * * * 0) (x) (4.5.39) 

restreinte aux graphes orientables. En effet nous pourrions exploiter les oscillations de 
vertex exactement de la meme fagon que pour le modele de Gross-Neveu montrant ainsi 
que les seuls graphes divergents sont planaires reguliers ou critiques. Puis nous demontre- 
rions que les contretermes sont de la forme du lagrangien initial. Le travail de Filk ||Fil96| 



nous assure que les amplitudes des graphes reguliers planaires sont les memes que dans 
la theorie commutative. 



Remarque 13. Filk a demontre I'equivalence de la theorie commutative et du secteur 
planaire de la theorie non commutative en espace des moments. L'absence de contretermes 
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en (ou (f/dp'^) provient de la conservation des moments le long des lignes du graphe. 
En effet, nous avons vu, en espace x, que les contretermes en V proviennent du deve- 
loppement de la fonction delta globale autour d'un parallelogramme parfait (voir section 
[4.5.2|) . Or la conservation des moments le long des propagateurs, en espace p, nous assure 
que la fonction delta globale est une conservation des moments exactes. Nous savons ega- 
lement que la fonction delta en moments devient I'oscillation en x et vice-versa. Ainsi le 
contreterme en x^ doit provenir des oscillations en x. C'est bien le cas, il provient du de- 
veloppement des oscillations du type U AX. Or le corollaire p.2.4| nous fournit I'oscillation 



de vertex des graphes reguliers planaires. Celle-ci contient des termes u A x. Si on veut 
demontrer la renormalisabilite de $^ a = en espace x, ces oscillations ne devraient 
pas etre presentes car elles donneraient naissance a des contretermes en x^. En fait, nous 
pouvons verifier que ipx = 0. En effet, I'oscillation totale a ete ecrite a partir du choix 
arbitraire d'un sens de rotation autour de I'arbre. En ecrivant simplement que I'oscillation 
ip est la demi somme des oscillations ecrites en tournant dans le sens horaire et le sens 
trigonometrique, nous montrons qu'il n'y a pas d'oscillation du type U A XQ. 

Le fait qu'une theorie 0^ non commutative orientable soit renormalisable sans vulcani- 



sation avait ete conjecture dans ||CR01|| . L'orientabilite semble done etre une solution au 
melange UV/IR non renormalisable et done une alternative a la vulcanisation. Neanmoins, 
en I'absence d'arguments generaux en faveur des interactions orientables, nous devons ega- 
lement considerer les interactions non orientables pour lesquelles la seule solution connue 
pour les rendre renormalisables est la vulcanisation. 



'C'est valable plus generalement pour tous les graphes orientables. 
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Conclusion et perspectives 



Wir miissen wissen. Wir werden wissen. 



Epitaphe de David Hilbert 



Cette these a pour cadre la renormalisation des theories de champs non commutatives. 
Plus precisement, nous avons etudie la renormalisabilite de plusieurs modeles definis sur 
un espace de Moyal. Jusqu'a recemment, les theories non commutatives etaient definies a 
partir de leurs homologues commutatifs en remplagant le produit point par point par le 
produit de Moyal. Mais cette methode ne fonctionne pas a cause d'un nouveau type de 
divergences, le melange UV/IR qui rend ces modeles non renormalisables. En 2005, Harald 
Grosse et Raimar Wulkkenhaar ont public la preuve, a tons les ordres de perturbation, 
de la renormalisabilite d'un modele du type (f>* sur I'espace de Moyal quadri-dimensionnel 



GW05b . L'action de ce modele est : 



-rri^ (j)i< (j) + ^(j) (j) i< (p i< ][x] 



avec Xfj, = 2(6^^x)^. La nouveaute reside dans le terme supplementaire de potentiel har- 
monique. A ce jour, nous ne savons pas encore si la vulcanisation s'applique a d'autres 
espaces que le plan de Moyal. De plus, nous ne savons pas non plus interpreter conve- 
nablement ce terme supplementaire. Afin de repondre a ces interrogations, nous devons 
d'abord etudier la procedure de vulcanisation sur plusieurs modeles afin d'en degager les 
caracteristiques principales. Cette these s'inscrit dans cette demarche. 

Les proprietes fines du groupe de renormalisation sont bien capturees par I'analyse 



multi-echelles (section |1.2|) . Get outil mathematique puissant permet de clarifier la struc- 
ture de la serie perturbative. A chaque ligne du graphe, nous attribuons une echelle. Plus 
celle-ci est grande, plus la longueur de la ligne est courte. Autrement dit, plus I'indice de la 
ligne est haut, plus le propagateur correspondant se trouve dans I'ultraviolet. Le premier 
message de I'analyse multi-echelles est que seuls divergent les sous-graphes dont toutes 
les lignes internes sont plus hautes que toutes les pattes externes. Ges graphes-ci sont 
renormalisables car ils « ressemblent » a des contretermes locaux : ils sont quasi-locaux. 

Ges composantes connexes sont naturellement organisees en foret, au sens de Zimmer- 
mann ce qui d'ailleurs, regie le probleme des divergences enchevetrees. Pour rendre les 
graphes finis, il suffit de renormaliser les sous-graphes quasi-locaux. Dans ce cas, I'objet 
obtenu est une multi-serie eff'ective. Gelle-ci developpe n'importe quelle fonction de la 
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theorie en puissances d'une infinite de constantes de couplage eff'ectives, une par echelle. 
Cette serie eff'ective est manifestement le bon objet a considerer. Du point de vue ma- 
thematique, la serie renormalisee (a la BPHZ) ne converge pas en general. Pour exprimer 
toute fonction comme une serie entiere en une unique constante renormalisee, nous sommes 
obliges de renormaliser les sous-graphes, convergents, qui ne sont pas quasi-locaux. Ces 
contributions creent les renormalons contribuant au comportement en K""n\ de la serie 
des perturbations ; le rayon de convergence de la serie est alors nul. Dans les bons cas 
(fermions), la serie est Borel sommable. Dans les mauvais (0^), elle ne Test pas (les renor- 
malons forment une singularite sur I'axe reel positif du plan de Borel : /"^ > 0). Si le flot est 
borne, la serie eff'ective a un multi-rayon de convergence fini dans le cas fermionique et est 
Borel sommable dans le cas bosonique (a cause des singularites instantoniques). Du point 
de vue physique, la serie effective suit les idees de Wilson sur le groupe de renormalisation. 
La constante effective Aj est la constante de couplage de la theorie effective a I'echelle i 
c'est-a-dire la theorie obtenue en moyennant sur les fluctuations d'echelles superieures ou 
egales a i + 1. Les constantes effectives forment un flot discret equivalent au flot continu 
habituel (voir [pROO|| pour la construction d'un flot continu non perturbatif). 



Dans cette these, nous avons utilise I'analyse multi-echelles pour etudier la renormali- 
sabilite de modeles non commutatifs et en particulier, le phenomene de melange UV/IR. 
Nous nous sommes principalement interesses aux modeles $4 et Gross-Neveu, en espace 
X et dans la base matricielle. La complexity technique de la preuve originale de la re- 
normalisabilite de $4 dans la base matricielle nous a incite a redemontrer ce resultat en 
espace x. Bien stir, il s'agissait seulement de s'habituer a la theorie des champs non com- 
mutative pour pouvoir ensuite etudier d'autres modeles, ce que j'ai fait avec le modele de 
Gross-Neveu non commutatif. Le travail sur ||GMRVT06|| nous a donne I'occasion de 



generaliser les resultats de Filk au cas de propagateurs qui ne conservent pas I'impulsion. 
Ceci nous permet d'exprimer les oscillations de vertex en termes des variables de lignes, 
adaptees a une methode graphique. Ce resultat est utile car I'essentiel de la difficulte 
technique reside dans I'exploitation des oscillations. L'etude de ce modele nous a aussi 
permis de definir la notion d'orientabilite d'un graphe non commutatif. Tons les graphes 
non orientables sont convergents. 

Le modele de Gross-Neveu quant a lui reserve quelques surprises. Tout d'abord, la non 
localite du produit de Moyal implique I'existence de six interactions differentes. En nous 
restreignant aux trois interactions orientables, nous avons montre qu'elles sont stables 
sous Taction du groupe de renormalisation. Le propagateur, a O 7^ 0, est equivalent a 
une derivee covariante en champ magnetique uniforme. II est alors tentant d'interpreter 
le terme supplementaire comme tel. Dans ce cas, comment ne pas penser a la theorie des 
cordes? En effet, la theorie effective de champs qui resulte de cordres ouvertes sur une D- 
brane, en presence d'un champ de fond -5^,^, est non commutative. Sa non commutativite 
est celle du plan de Moyal. La derivee du modele de Gross-Neveu est-elle covariante par 
rapport a ce champ B ? 

La preuve de la renormalisabilite de ce modele a mis en lumiere la propriete d'orien- 
tabilite. Les interactions orientables ne conduisent qu'a des graphes orientables. Pour 
ceux-ci, il n'y a pas besoin de vulcanisation. Les oscillations de vertex suffisent. Ce resul- 
tat n'est pas trop etonnant. En effet, le melange UV/IR est uniquement du aux graphes 
non orientables (voir section [4.5.3| ). C'est le cas du tadpole non planaire. Les graphes 
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qui presentent du melange sont dangereux non pas parce qu'ils sont finis a moments non 
exceptionnels et infinis dans une boucle mais surtout parce qu'ils ne sont pas renormali- 
sables. Dans le cadre de I'analyse multi-echelles, le probleme est clairement identifie. Seules 
les composantes connexes divergent. Pour une theorie commutative, cela implique que les 
graphes divergents sont quasi-locaux dans le sens ou leur partie divergente est proche d'un 
contreterme local. Dans un modele non commutatif, une composante connexe n'est pas 
forcemment quasi-locale : la distance typique entre les points externes du graphe n'est 
pas necessairement petite par rapport aux propagateurs externes. C'est la non localite 
du vertex qui en est responsable. En fait, nous avons montre que toutes les composantes 
connexes orientables sont quasi-locales. Pour les graphes non orientables tels que le tad- 
pole non planaire, ce n'est pas le cas. Voila schematiquement pourquoi un modele avec 
interaction orientable est renormalisable sans vulcanisation. De plus, il semble que dans 
le cadre de la geometric non commutative, seules les interactions orientables ont un sens. 

Le modele de Gross-Neveu a egalement revele la presence d'un melange UV/IR inof- 
fensif c'est-a-dire renormalisable. II apparait seulement dans les graphes a quatre points 
et deux faces brisees. Ceux-ci sont finis si les points externes sont integres contre des 
fonctions test ou des propagateurs externes mais divergent logarithmiquement quand ils 
sont inseres dans un plus grand graphe. Neanmoins ces graphes sont regularises par la 
renormalisation du graphe dans lequel ils sont inseres. La presence de melange n'est pas 
surprenante sur un espace dont les coordonnees obeissent a = iQ^^^ . Ce qui est 

etonnant, c'est plutot I'absence totale de melange dans le modele $4. 

Notons aussi que la renormalisation des sous-graphes qui presentent du melange oblige, 
pour le modele massif, a introduire un contreterme proportionnel a ip^y^i/j dont il serait 
bon d'expliquer I'apparition. 

L'etude des modeles $4 et Gross-Neveu en espace x nous a permis de mieux caracteri- 
ser le melange UV/IR. Le principal atout de cet espace est que nous y sommes habitues. 
Des techniques y sont developpees pour lesquelles nous avons un certain savoir-faire. C'est 
d'ailleurs pourquoi l'etude constructive du modele de Gross-Neveu non commutatif sera 
faite en x. Les autres avantages de cet espace sont les suivants. II permet de faire des 
comparaisons avec les theories commutatives. II pent servir de premiere etape vers une 
formulation (et une quantification) des theories non commutatives independante de I'es- 
pace sous-jacent. Enfin, la seule restriction sur fl dont j'ai eu besoin pour l'etude du modele 
de Gross-Neveu est < 1 alors que les etudes menees dans la base matricielle necessitent 
2/3 ^ Q ^ 1. Cette restriction est quelque pen genante si nous voulons construire la 
limite commutative. 



La deuxieme partie^ de ma these a ete consacree a l'etude de $4 ainsi que du pro- 
pagateur du modele de Gross-Neveu, dans la base matricielle. Nous y avons adapte les 
methodes de I'analyse multi-echelles. II se trouve qu'il n'y a que peu de changements par 
rapport a I'espace x des lors qu'on considere le graphe dual (voir section p.2.2| ). Cette 
notion apparait de fagon centrale pour plusieurs raisons. Le graphe dual est I'objet na- 
turel pour classer les variables independantes, c'est lui qui definit la quadrangulation de 
la variete sur laquelle le graphe (direct) est dessine. Enfin le graphe dual est egalement 
important pour obtenir la represention parametrique de $4 ||GK|| . 



■iEn fait, dans I'ordre chronologique, il s'agit de la premiere partie. 
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L'etude du propagateur de Gross-Neveu a permis de developper une methode de type 
point-col qui fournit une borne precise. Celle-ci remplace les quatre bornes necesssaires 
au calcul du comptage de puissance. II serait interessant d'appliquer cette methode au 
propagateur de a ^2 = 0. En effet, un des problemes que j' aimer ais aborder dans la suite 
est celui de la caracterisation du melange UV/IR dans la base matricielle. Dans ||GW05a|| , 
Grosse et Wulkenhaar ont demontre un comptage de puissance general pour un modele de 
matrices d'interaction Tr0^ et dont le propagateur obeit aux bornes (|2.5.1|) et ( |2.5.2| ) qui 
definissent les exposants ^i- On constate qu'a Q = 0, Sq = 1 et 6i = 0. Or une condition 
necessaire a la renormalisabilite du modele est 6o + 6i ^ D = 4. On est alors tente de tenir 
le raisonnement suivant. A f2 = 0, le modele n'est pas renormalisable a cause du melange 
UV/IR. Le fait que 6i < 6o est equivalent au fait que le propagateur ne soit pas quasi- 
local. On pent done relier la non localite du propagateur au melange UV/IR. Cette image 
developpee en section |2.2.3| est seduisante mais certainement incomplete. En effet, si Ton 
considere un modele d'interaction Tr(0(/))^ avec pour propagateur, on a aussi Sq = 1 
et 5i = mais le modele est renormalisable (c'est I'equivalent de Gross-Neveu debarasse 
de ses difficultes algebriques liees aux spineurs). Bien slir, ici une partie de I'information 
se trouve dans I'interaction complexe. Ainsi une etude comparative de ce modele et de 
Ti (j)"^ a fl = devrait permettre de mieux cerner le melange UV/IR et I'orientabilite 
dans la base matricielle. Entre autres, cette etude permettra de distinguer les melanges 
renormalisable et non renormalisable. 

D'ailleurs, le modele de Gross-Neveu, renormalisable, presente du melange UV/IR. 
Bien qu'inoffensif (du point de vue de la renormalisation) , ce melange couple les echelles 
de la theorie et destabilise notre image du groupe de renormalisation allant de I'ultraviolet 
a I'infrarouge. La base matricielle pourrait bien etre mieux adaptee aux theories non 
commutatives que I'espace x. En effet, les indices de matrices appartiennent a N et non 
a Z. Pour ainsi dire, il n'y a plus qu'une seule direction a I'infini. Au lieu d'integrer les 
contributions de la theorie de I'infiniment petit a I'infiniment grand, ne vaudrait-il pas 
mieux, dans un espace non commutatif, considerer qu'on integre « de I'infiniment loin de 
nous a nous » ? 

D'autre part, dans le but de quantifier la gravitation, il faudrait etre capable d'ecrire 
une theorie sans reference a I'espace sous-jacent. A plus court terme, nous aimerions etu- 
dier une theorie des champs sur un espace non commutatif qui ne soit pas une deformation. 
Pour cela, nous devons nous passer de I'espace x. La base matricielle fait un pas dans cette 
direction. 



Enfin, en plus des quelques themes de recherche que j'ai mentionnes jusque la, je vou- 
drais donner quatre grandes directions que j'aimerais suivre. Tout d'abord, il me semble 
important de tester la generalite de la vulcanisation. Pour cela, il faut etudier la renor- 
malisabilite de modeles simples sur d'autres espaces que le plan de Moyal. On pourrait 
commencer par le tore non commutatif. De plus, il serait interessant de refaire I'analyse 
tres generale de ||Gay05b|| avec le bon propagateur de $^ et egalement dans le cadre d'un 
modele complexe avec derivee covariante afin de bien differencier les melanges dangereux 
et inoffensif sur differents espaces. En parallele, pour essayer d'interpreter le terme de 
vulcanisation, nous devons nous interesser a des modeles plus « realistes ». Bien sur, je 
pense a Yang-Mills. La tache est tres ardue, ce probleme a deja ete aborde par plusieurs 
groupes. 
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Les theories de champs non commutatives ont ete introduites dans I'espoir d'eviter 
les divergences ultraviolettes. II est clair que ce n'est pas le cas. Cependant le terme 
de potentiel harmonique de <I>^ agit comme un regulateur sur le flot de la constante de 
couplage ||GW04]| . Cette propriete de regulation du flot est-elle generique? La premiere 
chose a faire est de calculer la fonction beta du modele de Gross-Neveu. 

Le fait que le flot du modele 0| commutatif soit non borne est le principal obstacle a une 
definition constructive du modele. Sur le plan de Moyal, le flot est borne ce qui devrait 
permettre de construire $4. Avant cela, nous allons etudier le modele de Gross-Neveu 
non commutatif sous I'angle constructif. Les modeles fermioniques etant plus simples a 
construire que les theories bosoniques, cette etude permettra de se familiariser avec les 
methodes constructives non commutatives. 

Enfin, certaines theories des champs non commutatives apparaissent comme limites de 
theories des cordes. Jusqu'a present, ces theories ne sont pas renormalisables. Existe-t-il 
des systemes de cordes qui donnent lieu a des theories de champs vulcanisees ? 
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Annexe A 



A propos du modele de Gross-Neveu 



A.l Integration par parties 

Nous reproduisons ici les details du calcul montrant que la procedure formee du chan- 
gement de variables (|4.3.12| ) et de I'integration par parties ( [4.3.14| ) permet d'obtenir une 



fonction decroissante de I'echelle voulue. 
Ag,i= [daidti coth{2hti)aaicoth'/\2hti))e-^''°'''^^^'^^^^^^^ 



2 

1 ■ ■ " 



At=0 



coih^''^ {2Vtti) +iVi 
Soit Q = coi\i{2VLti). 



Ag,i= /rfa.Qe-'^^'fr f ^ ^ ~ 1 fv^-A) e(a/v^)/i(a:i + r/(l)e(/)aO 



Nous utiliserons les notations suivantes : 

{/} =inciieemi^, - 6(1)^,) + n{eemi^i - e{l%) - m, (A.1.1) 

{/}'= - e{l) (i^CiY + ^(-1)^+^7'^+^) . (A.1.2) 

Calculons la premiere derivee : 
d 



daf 



^-^c,{u,-e{l)a,f+^a,A{u,+A+xo^^^^^^^f^^^^ ^ r^^l)e{l)ai) {/} (A.1.3) 



-f q(wi-e(0ai)^+*aiA((7,+A;+X0 



{/} [ncie{l){ui - e{l)aiYUi + ^iPi + Ai + Xi)^Ui 
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'^^-§ci{ui-e{l)ai)^+iatA(Ui+Ai+Xi) 



{1}Bo'EoFq + + termes sous-dominants 

(A.1.4) 



ou Bq Tie depend pas de af^^ et, en utilisant une partie de la decroissance exponentielle 
en ui — e{l)ai, Bq = 0{^/Cl). Sj, i = 0,1 (resp. Fj) est une combinaison lineaire de ^ (resp. 
/i) et de ses derivees. Puis calculous la derivee seconde : 

^-q.,iu,-eil)a,)^+^a,MU,+A+X,)^^^^^^^f^^^^ ^ {/} (A.1.5) 



d{afy 

__^-~^,,iu,-eil)a,r+^aMU,+A,+XO^^iy - £(/)a0^e/l + <Ui + A + Xi)^Ul 

+ v^e7i + r]{l)e{l)U[) X {^cie{l){ui - e{l)aiY + i{Ui + Ai + Xi),) 
- nciemh + ^cf\{l){ui - e{l)aiYa\ + ^^(l)Q(n/ - e{l)aiYif[ 

+ 2{l'} [Qcie{l){ui - e{l)aiYih + liPi + Ai + Xi),ih + v^i^/i + viX)emf'i] 

Lfg- § q ("i -e{l)aif+iai A{Ui+Ai +Xi ) 

+ termes sous-dominants 



B{ElFi + 52S3F3) + 2{/'}S3S4F4} (A.1.6) 



oil Bi, B2 = 0{ci), B3 = 0{^/Cl) et les Sj et fi sont definis comme precedemment. Encore 



une fois, les B^ ne dependent pas de af"*"^. Nous avons 



JJ Z"^. ^f^^ly^~§c,{n-e{l)aO^+^a,A(U,+A,+X,) 

Q - 2V~Cig^ + - 2^Ci{{l}BoEoFo + {l'}E,F^) 

+ {l}{BiElF^ + 52S3F3) + 2{r}53S4F4)e"t^'("'-^«'^')'+*"'^(^'+^'+^') 
+ termes sous-dominants. 

Rappelons que pour tout i = 0, ...,3, Bi ne depend pas de aj. Le lecteur courageux 
pent alors verifier que I'equation (|A.1.7l ) donne des termes d'ordre 0{c^/'^) ce qui implique 



(|4XT^) - 



A. 2 Les graphes du vide 

Dans cette annexe, nous calculous le comptage de puissance des graphes du vide du 
modele de Gross-Neveu orientable. Rappelons que dans les theories de champs commu- 
tatives, les graphes du vide sont infinis dans une tranche c'est-a-dire meme en presence 
de coupures ultraviolette et infrarouge. Ceci est dii a I'invariance par translation de la 
theorie. En eff'et, considerons un graphe du vide G de la theorie 0"* commutative. Son 



Section A. 2 - Les graphes du vide 



149 



amplitude s'ecrit 

Ag=X' j \{dx, \{Ci (A.2.1) 



ou n est le nombre de vertex de G. La covariance C de la mesure gaussienne associee a 
la theorie libre est I'inverse du Laplacien. Le noyau de cet operateur, le propagateur, est 
diagonal en espace des moments, conserve I'impulsion et est done invariant par transla- 
tion en espace x. Ainsi en choisissant un vertex vq au liasard, nous pouvons effectuer le 
changement de variables de Jacobien 1, Wv ^ v^.x^ = + Xyg. L'amplitude devient alors 



Ag = X"" J dx,,A{xJ, (A.2.2) 
A{x,o) = Yldy, Y[Ci. 



A cause de I'invariance par translation, A{x„^ est en fait independant de x^^. Ainsi I'in- 
tegrale sur est infinie. Au contraire, dans le cas de la theorie <l>^ non commutative, les 
graphes du vide sont finis dans une tranche. Cependant la somme sur I'attribution des 
echelles (I'equivalent de la limite coupure oo dans le formalisme multi-echelles) est di- 
vergente comme M^*. L'interaction quartique du type Moyal est invariante par translation. 
En efi'et, elle s'ecrit 

4 

- X2 + X3 - x^ exp I ^ (-l)*"'"-'"'"^^ A Xj (A.2.3) 
i<i=\ 

=b{x\ — X2 + X3 — X4) exp I {x\ A {x2 — X3) + X2 A X3) 
=b{x\ — X2 + X3 — X4) exp i{x\ — X2) A (x2 — a;3) 

Cette regularisation est done uniquement due a la brisure de I'invariance par translation 
par le terme harmonique x^ du propagateur. Le propagateur du modele de Gross-Neveu, 
bien que brisant I'invariance par translation, permet en fait d'obtenir une amplitude inva- 
riante par translation. On est tente d'avancer I'hypothese suivante : |i + ^ est une derivee 
covariante correspondant a une theorie dans un champ magnetique de fond constant. La 
physique est done invariante par translation mais pour I'ecrire il faut fixer un potentiel 
vecteur qui brise cette invariance. Concretement nous verifions I'invariance par translation 
de l'amplitude d'un graphe quelconque de Gross-Neveu en effectuant le changement de 
variables Vz, h-^ Xj + a et en verifiant que le resultat est independant de a. 

Ag =A" I W duidvi Ci{uu vi) e*^ (A.2.4) 

l&G 

=A" f Y[duidvi dim, vi + 2a) e'^ 
^ leG 



Dans I'equation ( |A.2.4| ), par souci de simplification, nous avons ecrit vi quelle que soit 



la ligne. Nous avons deja remarque que les oscillations de vertex sont invariantes par 
translation. C'est pourquoi sous le changement de variables, ip reste independante de 
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a. Si on considere une interaction du type ipipipip, les oscillations de propagateurs sont 



toujours exp— A f/. Ainsi le changement f ; ^^ f ; + 2ai implique la dependance en a 
de r amplitude 

exptD.a a'^ui = 1 (A. 2. 5) 

qui vaut 1 car la somme de tons les u est nulle par la fonction delta globale| ( p.l.l6|) . 
Ceci ne prouve pas que les graphes du vide sont infinis dans une tranche. En effet, une 
symetrie pourrait les rendre nuls. Neanmoins il est facile de constater sur I'exemple le plus 
simple qu'il existe au moins un graphe du vide infini. Pour une interaction non orientable, 
I'invariance par translation est de nouveau brisee. Le lecteur pent le verifier sur I'exemple 
de la figure |A.l. 



Fig. A.l: Exemple de graphe du vide non orientable 



A. 3 Contretermes (non) modifies de la fonction a deux 
points 

Considerons une composante connexe a deux points G^., avec une sous-composante 
critique G^. Nous allons prouver que si Ton met le terme 70~^7 de la plus basse ligne £o 
de Gl, dans le contreterme, la partie divergente de la fonction a deux points reste de la 



forme du lagrangien initial ( |4.2.2D . 

Pour simplifier nous utiliserons une notation allegee : exp —2zQti^jQ^^j = 
cosh(2f2t£Q)l2 — z sinh(2fit£g)7°7^. Comme explique dans la section |4.5.1| , les propagateurs 
d'un graphe a deux points se repartissent entre une chaine et des cycles. Pour tout graphe 
G, ecrivons C I'ensemble des cycles et Ch I'ensemble des chaines. Nous definissons ega- 
lement comme le nombre de variables provenant des developpements de Taylor 
de la fonction delta et des oscillations^. Chaque cycle ou chaine contient un produit de 
propagateurs. Soit c G C (Ch), 



Pc 



Yli^ciifi coth(2fit;)^^ + m) si 4 ^ c 

{incoth{2nti^)'^^^ + m)e-2*^*^oT°T' n/Gc\{^o}(^^ + ^) ^i io G c. 

(A.3.1) 



^Pour une interaction de ce type, tons les graphes sont orientables. 

''Par exemple, pour le terme de masse, le developpement de Taylor ne donne pas de u et = = 0. 
Le contreterme de fonction d'onde donne u'^do + u^di. Le premier terme aura = 1 et = 0, le second 
le contraire. 
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Pc est la somme de differents termes : Pc = Pc oil n = S''^' sHq ^ C et n = 2.3l'^l"''^ si 
io E C (|c| = cardc). Soit le nombre total de •y^ dans un terme i fixe de c G C (Ch). 
De la meme fagon, nous definissons \u^\l. Soit ic G pour tout c G C U Ch. Le fait 

que les matrices gamma soient sans trace et les proprietes de parite des integrales sur les 
variables u impliquent deux contraintes : 

Vc G C, G |1, 2l"l], \ffi G {0, 1}, est pair, (A.3.2) 
V/i G {0, 1}, J2 \^''\c + T'' est pair. (A.3.3) 

cGCUCh 

A partir de maintenant, nous fixons une suite («c)cGCuCh a valeurs dans N. Rappelons que 
pour les graphes de la fonction a deux points, |Ch| = 1 et que le nombre total de lignes 
internes est impair : Xlcecuch 1*^1 est impair. Pour Iq, nous choisirons toujours le terme 
7°7^ sinon I'analyse est la meme que dans la section |4.5.2| . Dans la suite, nous appellerons 
« contreterme de masse » I'expression (|4.5.34|) avec le developpement ([4.5.38|) , « contre- 



terme p (ou $) » I'equation (|4.5.35| ) (ou ( [4.5.36|) ) encore une fois avec le developpement 



1. Soit ci G Ch. Si |ci| (le nombre de lignes dans la chaine) est pair 

(l.a) et io G Ci, J2cec 1^1 est impair. L'equation (|A.3.2| ) implique VyU, J2cec 

pair. Le nombre total de lignes dans les cycles etant impair, nous avons choisi 
la masse pour an moins une ligne dans C. 

- Pour le contreterme de masse, T° = = 0. L'equation (|A.3.3|) implique 



lu^lcl^ pair. Ainsi |7'^|c? impair pour /i = et 1. Le contreterme est propor- 
tionnel a 7^7^. 

- Pour les contretermes p ou ^, soit /i G Z2, T'^ = 1 et T'^+^ = 0. |7'^|c? est 

pair et |7'^'^^|c? est impair. Le nombre de lignes dans ci etant pair, au moins 
une ligne de ci « a choisi » la masse. Ce terme est done d'ordre M~\ De tels 
termes donneraient ^ ou ^. 

(l.b) Soit io ^ Ci. L'equation ( [A. 3. 2] ) implique V/i, Xlcec I'^'^lc'' impair. Nous avons 



choisi la masse au moins une fois. 

- Contreterme de masse : |u^|ci^ est impair. Ce contreterme est proportionnel 
a 7°7^. 

- Contreterme p (^) : |7^|c? est pair et |7^'''^|c? est impair. Ce terme donne ^ 
ou ^ mais est convergent comme M~* car |ci| est pair et au moins une ligne 
de ci porte un terme de masse. 

2. Si |ci| est impair 

(2. a) Soit 4 £ Ci. Xlcec I'^'^lc" est pair. 

- Contreterme de masse : les |7'^|c? sont impairs. Cela donne ijj'y'^'y^'ip. 

- Contreterme p {$) : |7'^|ci^ est pair et 17^'*'^ |c? est impair. Ce terme donne f 
ou ^ mais est convergent comme M~^^~^\ Le nombre de lignes dans ci etant 
impair, soit toutes les lignes de ci portent le terme en u ou au moins deux 
d'entre elles ont la masse. 

(2.b) Soit £0 ^ ci. Les X^cec h^lc" sont impairs. Soit toutes les lignes de C portent 
le terme en u (le nombre total de lignes dans C est pair) ou au moins deux 
d'entre elles ont la masse. Les termes correspondants sont d'ordre M~^^~^\ 
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- Contreterme de masse : les |7'^|c? sont impairs. Nous obtenons tp'y'^'y^ijj. 

- Contreterme p ($) : |7'^|c? est pair et 17^'*'^ |c? est impair. Ce terme donne -j) 
ou 

En conclusion, le terme de masse ne donne que ip'j'^'y^ip. Les contretermes p et^ donnent 
ipfip 6t Qui ne sont pas dans le lagrangian initial, mais ces termes sont convergents 
et peuvent done etre laisses dans I'amplitude renormalisee. Nous pouvons definir les nou- 
veaux contretermes par 

T'A„=^Tr(TA^), (A.3.4) 
^Asm = - \lV Tr(7°7^TA„), (A.3.5) 
^A^ = -^TT{prA^), (A.3.6) 

T'yl^ = -^Tr(^TA^). (A.3.7) 

Remarquons que si m = 0, = 0. Cela signifie que si la masse nue est nuUe, la masse 
renormalisee I'est aussi et aucun contreterme du type ijj'y^'y^ijj n'apparait. 

A. 4 Les tadpoles 

Nous nous proposons ici de calculer les tadpoles du modele de Gross-Neveu. Nous 
considererons les six interactions possibles. 

A. 4.1 Interactions orientables 

Avec ces interactions, seuls les tadpoles planaires sont possibles. 

L'amplitude amputee du graphe de la figure [A.2a| est 



A^ = J dx2dxs5{x, -X2 + X3- X4)e"'^^^^+'^^^^^C,,(x2,X3). (A.4.1) 



'^b{y) 





X4) 




+ 

+ 




Xi) 





ila{x) 





+ 

+ 




M 


Xi) 1pc{x2) 



'ipb{y) 



(a) Regulier (b) Singulier 

Fig. a. 2: Tadpoles planaires 
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En utilisant I'expression du propagateur donnee par le lemme [4.2.1| , Tamplitude s'ecrit 



dtdxo 



J "sinh(2fit) 



m e 



- cd 



Anil + ny J sinh(2fit) 



cd 



5{xi — X4) 



(A.4.2) 



ou nous avons utilise, au sens des distributions, 5{Ax) = \ det A\ ^6{x) pour toute matrice 
A inversible. 



L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.2b| est 



Ar^ = / dxsdxi 5{xi - X2 + X3 - X4)e 



2XiAa;2+iX3Ax4 



Cdd{x4, X3) 



n f , , e 

— / dtdxj, ~ ^ 

^TT ] sinh(2(]t) 

zfi coth(2fit) (^^ - + ^(^1 -^2) - TTT'] e 
dVLm 



,«a;i AX2+«(1— r2)x3A(a:i— X2)g— "2 coth{2nt)(a:i— 0:2) 

2iSlt7f7i 

J 



-2'tnt7"7^ 



J dd 



6{xi - X2). 



47r(l - ny J sinh(21]t) L 
Ici nous pouvons explicitement efi^ectuer la somme sur I'indice d. 

E, OVLm 

d 



^ tanh(2fit) 
Remarquons que la limite f2 — > 1 est singuliere. 

i^a-^ '4^a-^ i>h-^ tpb 

L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.3a| est 



6{xi - X2] 



(A.4.3) 



A^aJ^ = J dx2dx3 S{xi - X2 + X3- Xi)e 



lX4,f\Xl+lX2f\X^ 



Cdd{x2,X3) 



(A.4.4) 



n f , , e- 

— / dtdx2 — ( 

Oir J sinh(2fit) 



,zx4,Ax-i+z{l+fl)x2A(x4-xi) coth{2f2t)(xi-X4)^ 



(^ifl coth(21]t)(^^ - + - ^, 



m e 



dd 



A7T{l + nyj sinh(2fit) 



-tm-' 



-2jnt7"7 



dd 



6{xi - X4), 



d 



47r(l + (])2 7 tanli(21]t) 



5{xi — X4). 



(A.4.5) 
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X4) 




+ 

+ 




Xl) 





^a{x) 



i^c(x4,r 


+ 

+ 


i'dixs) 




Xl) 1pd{x2) 



(a) Regulier (b) Singulier 

Fig. a. 3: Tadpoles planaires 



L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.3b| est 



n f , , e 

— \ atdx^ _ „ 

J smh(2fit) 

iVt cotli(2r2t) (^-^ — + ^(^1 — ^2 ) ~ ) e 

eVLm 



,«a::i AX2+«(1— r2)x3 A(a:i— X2)g— "2 coth{2nt)(a:i— X2) 

cd 



- cd 



5{xi - X2). 



(A.4.6) 



Le calcul etant tres proche du cas de la figure |A.2| , nous donnons directement le 
resultat. L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.4a| est 



A 



A. 3a 



47r(l + fi)2 J sinh(2fit) L Uc 



6{xi — X4). 



(A.4.7) 



■>Pa{x) 





Xi) 




+ 

+ 




Xl) 





i'dixAT 


+ 

+ 


1pc{x3) 




Xl) 1pd{x2) 



i>aix) 

(a) Regulier (b) Singulier 

Fig. a. 4: Tadpoles planaires 



L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.4b| est 



A.4; 



47r(l- 1^)27 sinh(2f]t) 



•ipbiy) 



dc 



6{xi - X2) 



(A.4.8) 
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L'amplitude amputee du graphe de la figure [A.5a| est 



= J dxidxi -X2 + XS- a;4)e*"*^"^+*"^^"^Crf,(x4, x,) (A.4.9) 



e 

— / dtaxi — 

On J sinh(2fit) 



g«X2Ax3+i(l+t^)(x3-X2)Axig-^ coth(2Ct) (2:2 -2:3)2 



tQcoth{2Qt) {.jt - + fi(^3 - ^2) - 



m e 



- dc 



eVLm 



47r(l + fi)2 7 sinh(2fit) 



dc 



5{X2 - X^i). 



(A.4.10) 




(a) Regulier 



i>a{x) • < + 

i'd{x2') 




(b) Singulier 
Fig. a. 5: Tadpoles planaires 



L'amplitude amputee du graphe de la figure [A.5b| est 



J^= J dx2dXsSiXi-X2+Xs-X,)e'^'''^^+'^'''^'C,,{Xs,X2) 



fir,, e 

- — / dtdx2 

^TT J smh(2fit) 



g«a;4Axi+j(l— n)x2 A(2;4— ^ coth{2flt){xi—X4)'^ 



in coth(2fit) - ^ J + fi(^4 - ^0 



m e 



erim 



47r(l-fi)2 7 sinh(2fit) 



cd 



6{Xi — X4). 



(A.4.11) 
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L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.6a| est 



(A.4.12) 



-tm^ 



— / atdXi ( 

Ott J sinh(2fit) 



,ia;iAa;2+«(a;2— a;i)Ax4+in(a;2+a;4)Axig— 2" coth{2r2t)(2xi— 0:2— ^4) 
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(a) Regulier 




(b) Regulier 
Fig. a. 6: Tadpoles non planaires 



L'amplitude amputee du graphe de la figure [A.6b| est 
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(A.4.15) 



L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.7a| est 
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5{X2 - X3). 
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(a) Regulier 
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(b) Singulier 
Fig. a. 7: Tadpoles planaires 



L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.7b| est 



A7r{l-nyj tanh(2fit) 
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L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.8a| est 
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L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.8b| est 
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L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.9a| est 
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(a) Regulier 




(b) Regulier 
Fig. a. 8: Tadpoles non planaires 
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(a) Regulier 




iPa (X) • ( + 



ipdix-i) 



(b) Singulier 
Fig. a. 9: Tadpoles planaires 



L'amplitude amputee du graphe de la figure [A.9b| est 
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L'amplitude amputee du graphe de la figure |A.10a| est 



, ml e 

4^ =T / 



tanh(20t) 



((l-n)a.'2-(l+0)x4)2 



cosh(2f]t) 



dc 



L'amplitude amputee du graphe de la figure [A.10b| est 
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(a) Regulier (b) Regulier 

Fig. a. 10: Tadpoles non planaires 
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